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1 Kinematik eines Massepunktes

1.1 Massenpunkt und Ortsvektor
1.1.1 Vektoren

Vektoren sind Elemente eines Vektorraums und lassen sich als Linearkombination einer entsprechenden Ba-
sis darstellen. In der Physik (gerade in PTP1) nutzen wir erstmal nur den R® mit der Standartbasis, des
Kartesicheen Koordinatensystems:

Z1 3
F=laz| =) zi€;

Dabei sind &; die Basisvektoren im R3

1.1.2 Einsteinsche Summenkonvention

Das bedeutet, wenn in einem Ausdruck indizes doppelt vorkommen, dann Summieren wir iiber diese. Also
konnte man 7 auch so schreiben
T = 1€

1.1.3 Bahnkurve / Trajektorie

Die sogenannte Trajektorie ist global, die physikalischen Gesetze sind i.d.R lokal.

Die Trajektorie ist die Menge aller Punkte, die ein Massepunkt, dessen Ort mit #(¢) beschreiben wird, in der
Zeit t durchquert.

Es gilt also:

z1(t) 3
F(t)=[z2(t) | = in(t)ei
Ig(t) 1=1

Beachten sollte man dabei, dass die Einheitsvektoren nicht Zeitabhéngig sind, sondern nur die Kompo-
nenten des Vektors

\ ‘T'rajektorie

Figure 1: Trajektorie

Wichtiges:
z1(t) 3
f(t) = .Z‘z(t) = in(t)ei
z3(t)) =t



1.2 Geschwindigkeit und Beschleunigung
1.2.1 Differentialqoutient / Ableitung

Das Konzept des Differentialquotient lésst sich auch auf Vektoren anwenden. D.h. die Ableitung eines Vektors,
zum Beispiel nach der Zeit, konnte man so formulieren:

dr(t) - lim 7(t+ At) - 7(t)
dt At—0 At

Die Ableitung funktioniert Komponentenweise, also gilt:

dzl(t)

d”:(t) _ f"(t) _ dxzt(t)

dt dzgt(t)
dt

1.2.2 Geschwindigkeit

Die so erhaltene Ableitung des Ortsvektors ist der Geschwindigkeitsvektor, dieser Zeit in die Richtung der
Bewegung (Tangentialvektor). _
7(t) = (1)

1.2.3 Beschleunigung

Die Beschleunigung erhélt man durch Differentieren des Geschwindikeitsvektors:
(1) =o(t) = a(t)
Wichtiges:

Die Ableitungen von Vektoren erfolgen Komponentenweise



1.3 Mathe: Vektoralgebra
1.3.1 Betrag

Ein Vektor hat eine Richtung und einen Betrag, den Betrag errechnen wir mithilfe von Pythagoras mithilfe

folgender Formel:
|| = \/a? + a3 + a3

Wir schreiben von nun an nichtmehr |d|, sondern lassen den Vektorpfeil weg. Also:

il=a

1.3.2 Vektoren Normieren

Man kann aus jedem Vektor einen Einheitsvektor (also einen Vektor mit der Lange 1) erhalten, indem man den
Vektor durch seinen Betrag teilt.

Q>
Il
E‘ st

Wenn Vektoren Normiert sind nutzt man das Dach a.Wenn wir allerdings ein e schreiben, erstetzt die
Notation des e’s , das Dach. Also e sind immer Normierte Basisvektoren

1.3.3 Rechenregeln von Vektoren

Vektoren konnen addiert, subtrahiert und skaliert werden. Dies geschiet komponentenweise
Dabei ist die Addition kommutativ und assoziativ
Es gilt also: a¢+b=b+ad

al bl a) + bl
a+b= as | + b2 =]as+ b2
as b3 as + b3

Und weiter gilt: (G+0)+¢=a+ (b+¢)

1.3.4 Gruppe
Eine Gruppe ist eine mathematische Struktur, welche folgende Dinge erfiillen muss:
1. Abgeschlossenheit
2. Assoziative Verkniipfung
3. Neutrales Element
4. Jedes Elemente hat ein Inverses

Die Vektoren bilden hierbei also mathematisch gesehen eine Gruppe.

Merkwort dafiir ist ”GANI”

1.3.5 Skalarprodukt

Das Skalarprodukt ist eine Verkniipfung von Vektoren, die nur ein Skalar ausspuckt. Dabei ist dieser Skalar
eine Projektion der Vektoren aufeinander. -
G-b=a-b-cosb

Man schreibt fiir das Skalarprodkt auch:

(. b)
Man berechnet es durch die Addition der Komponentenweisen Multiplikation, also:
R aq bl
a-b= as |- b2 =a1b1+a2b2+a3b3
as bg

Eigenschaften:



1. Das Skalarprodukt ist Distributiv: (d+0b)-é=d-é+b-¢
2. Wenn das Skalarprodukt Null ist, dann stehen die Vektoren senkrecht aufeinander (siehe cos = 90°)

3. a-d=a> = a=i-a

&
1

4. Man kann Winkel zwischen Vektoren messen: cos =

o

a-

Man kann es auch eleganter schreiben:
Ez . Z; = (Z aiei) . (Z bjﬁj) = Zaibjéi,j = Zaibi
i i 0J i

Hier wurde das Kronekerdelta eingefiihrt, welches sich wie folgt zusammensetzt:

1, wenni =j
ei-ej:(?ij: . .
’ 0, wenn i #j

Dies gilt, weil alle Einheitsvektoren e; eine Orthonormalbasis bilden, das heifit alle Basisvektoren stehen
senkrecht aufeinander. Wenn ich nun einen Vektor mit einem ihm senkrechenvektor Multipliziere ist der Winkel
90° und damit das Skalaprodukt Null, also interessieren uns die Summanten der e; -e; wenn ¢ # j ist nicht, weil
Sie sowieso mit 0 multipliziert werden.

1.3.6 Kreuzprodukt

Das Kreuzprodukt baut aus zwei Vektoren einen neuen Vektor, der senkrecht auf beiden steht.
E=axb
Eigenschaften:
1. Der Betrag c ist der Flacheneinhalt, des a,b-Paralleloramm: ¢ = absin 6

2. & steht senkrecht auf @ und b

ISt

3. Antikommutativ: dx b= —b x

e

Wenn ¢ = 0, dann sind @ und b kolinear. (Schauen in die gleiche Richtung)

Distributiv: (G +b) xé=dxé+bx¢é

ot

6. Nicht Assoziativ: @ x (bx &) # (4 x b) x &
Man kann das Kreuzprodukt auch weider Fancy schreiben als:
a X B = (Zaiei) X (Z bjej) = Z aiqujkek
i 7 .5,k
Dabei wurde das Levi-Civita Symbol eingefiihrt, welches wie folgt agiert:

1 wenn (i,j,k) zyklisch zu (1,2,3)
€5k =4 —1 wenn (i,j k) antizyklisch zu (1,2,3)
0 sonst

Das Levi-Civita Symbol ist ein komplett antisymmetrischer Tensor dritter Stufe.

1.3.7 Lin unabhangikeit und ONS

Vektoren a; (nicht die i-te komponente des Vektors a, sondern n verschiedenen a-Vektoren und wir nehmen den
i-ten a Vektor) sind Linear unabhéngig wenn gilt:

n
Zaiai =0 nur dann wenn Vo, =0
i

Die DImension des Raums ist gleich der KArdinalitdt einer Basis.
Im Besten Fall konstruiert man einen Orthonormalsystem (ONS), also dass die Vektoren ”senkrecht” aufeinander
stehen und gilt:

€; - ej = 5ij



1.3.8 Levi-civita als KroneckerDeltas

Man kann das Levi-Civita-Symbol auch komplett mit Kronnerkterdelta ausdriicken:

€kim = 0,1 (0120m3 — 0136m2) + 0k2(8130m1 — 0116m3) + 0k3(110m2 — 0120,m1) (1)
Op1 Or2 k3
=det on 012 013 (2)

Om1 O0m2 dm3

1.3.9 Doppelkreuzprodukt

Es gibt weiternoch das Doppelkreuzprodukt, welches wir mit der BacCab Regel umschreiben kénnen:
ax(bxc)=bla-c)—-c(a-b)

1.3.10 Spatprodukt

Der Betrag des Spatproduktes ist das Volumen des Parralelepipeds, welches von diesen 3 Vektoren aufgespannt

wird.

a-(bxc)= ) & rabjcy
ijik

1.3.11 Tensoren

— kommt spéter wenns iwann wichtig wird —






1.4 Vektoranalysis
1.4.1 Raumkurven

Eine Raumkurve ist eine Menge an Punkten, nahmlich genau die Punkte, die von einer Vektorwertigen Funktion

von der Zeit erreichet werden, also:
Raumkurve = {7(t)|t; <t <o}

S

Y
—

1.4.2 Parametrisierungen

— mad genauer schauen was wichtig ist —

Fehlt Bisher — genau anschauen

1.4.3 Bogenlinge

Die Bogenlange ist die tatséachliche Lange der Kurve und ist gegeben durch:
dr(t)
dt

Wichtig ist, dass die Bogenlédnge unabhéngig der gewahlten Parametrisierung ist.
Es gilt also fur ¢ = t(u):
L:fdt M‘dj‘:fdu
du dt

1.4.4 Begleitendes Dreibein

tn
L= dt

to

dr(u)
du

dr(t(u))
). fa

Das begleitende Dreibein ist ein Koordinatensystem, welches sich zusammen mit dem Ortsvektor entlang einer
Raumkurwe bewegt. Zu jedem Zeitpunkt ist das Koordinatensystem also anders (sofern die Raumkurve iiber
die Zeit parametrisiert ist).

» |
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Wir definieren die neuen Elnheitsvektoren in diesem Koordinatensystem mit
t Tangentialeinheitsvektor

1 Normaleneinheitsvektor

b=1%x# Binormaleneinhietsvektor

Tangentialeinheitsvektor
Dieser schaut immer in Richtung des Geschwindigkeitsvektors an einem Punkt, durch Normieren erhélt man
dann :
p_ b _
t= |4 T ds
atl  at

Da der Betrag des Geschwindigkeitsvektors |%| gerade die zeitliche Anderung der Bogenldnge als Skalar ist,

ds
also <

Wenn wir nun mit der Bogenldnge parametrisieren, also aus #(¢) - 7#(s(t)), dann erhalten wir nach der Ket-
tenregel folgenden Ausdruck:

dr ds _
fodsar 97
= e dt -

% ds

Da t ein Einheitsvektor ist, hat er die Linge 1, also kann man schreiben: t-¢ = 1, daraus folgt, das die
Ableitung dieses Vektors senkrecht auf ihm steht:
L dtdl
t-—=—=0
ds ds

(Skalarprodukt von # mit seiner Ableitung ergibt Null - Senkrecht)

Normaleneinheitsvektor
Wir defineiren den Normalenvektor als die Ableitung des Tangentialvektors nach der Bogenléange:

ds
| dt

ds

fL:

Diese beiden Vektoren spannen eine Ebene auf, die sich Schmiegeebene nennt.

Die ”Rotation” des Normalenvektos ist festgelegt durch den ”Verlauf” der Bahnkurve. Gehe ich also ein
ds -Stiick entlang der Bahnkurve, so sollte der Normaleneinheitsvektor immernoch in der Schiegeeben
liegen. Er zeigt also immer zum Kreismittelpuntk des 2D- Kreises (Schmiegekreis), der die Kriimmung
definiert, wie man auf folgender Graphik erkennen kann.

Binormaleneiheitsvektor
Da wir bereits 2 lin. unabhéngige Vektoren haben, bekommen wir den 3ten durch das Kreuzprodukt:

b=txn

11



1.4.5 Frenetsche Formeln / Kriimmung / Torsion

Im allgemeine Fall dndert sich dei Richtung der Vektoren im Dreibein, jenachdem wo/wann sie betrachtet
werden. Wir konnen hierfiir die Kriimmung einer Raumkurve definieren (wie stark &dndert sich der Tangen-
tialeinheitsvktor pro Bogenlédngenstiick). Also:

di(s)| _
‘ ds = A(s)

Der Kriimmungsradius ist der Radius eines gedachten Kreises, dessen Umfang, die Kriimmung an diesem Puntk
definiert:

1
p=-
K
Es gilt folgender weiterer Zusammenhang:
dt .
— =K'T
ds

Weiternoch gibt es auch die Torsion, die man sich die die Kriimmung aus der Schmiegeebene heraus vorstellen
kann, also wie stark andert sich der Binormalenvektor beziiglich der Bogenlange.

db X
— =-TN

ds

Leiten wir den Normalenvektor nach der Bogenlédnge erhalten wir:

d P
£=Tb—ﬁt

Es gibt noch weitere Formeln um « und 7 auszurechnen.
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1.5 Beschleunigung zur Bahnkurve

Um eine Bahnkurve von einer gegebenen Beschleunigung zu erhalten integrieren wir (bei Vektoren komponen-
tenweise) und setzten die Anfangsbedingung accordingly.

14



1.6 Geschwindigkeit und Acceleration im mitbewegten System

In dem mitbewegten system kann man die Geschwindigkeitsvektor als skalar schreiben und dann mit dem
Tangentialeinheitsvektor mulitplizieren, da dieser ja immer in diesee richtung zeigt.

ﬁ(t) _ @ Parametrisierlmg nach Weg ﬁé _ { v
dt ds dt

Der Beschleunigungsvektor ist die Zeitableitung des Geschwindigkeitsvektors:

d - at .
a(t) = a(t ) = il tv  dann Wegparametrisierung (3)
dt d N R
- Ed—‘zmw Frenet 2 i + i (4)

Man kann die Beschleunigung also in den Tangentialteil und den Normalteil aufspalten mit:
a(t) = ait + apn
at = )

an = KV?

Eine Bewegung kann also trozt der Tatsache, dass © = 0 gilt, beschleunigt sein, dann aber eben nur in 7n
Richtung.

15



1.7 Koordinatensysteme
1.7.1 Skalarfeld

Ein Skalafeld ist eine Skalare Funktion, dessen Input ein Vektor ist. V™ — K, dabei ist V' der Vektorraum und
K der Skalarkorper.
f@)=a-r

Dies wére nur ein Beispiel, der Input ist ein Vektor # und der Output ist ein Skalar!

1.7.2 Kartesische Koordinaten

Hier sieht ein Vektor so aus:
T1

=
1l
]

)

T3

Man gibt z.b. einen Punkt so an P = {z1, 22,23}

1.7.3 Zylinderkoordinaten

In Zylinderkoordinaten, sind die jeweiligen Komponenten um einen Punkt zu beschreiben keine reine Distanzen
mehr, sondern Distanzen und Winkel. Man gibt einen Punkt P; = {p, ¢, x5} also mit dem Abstand p, dem
Winkel ¢ und der gleichbleibenden x5 komponenten. Um am selben Punkt P; im 3D Raum anzukommen gilt
fiir einen Ortsvektor:

peos(p)\ (71
7= | psin(p) | = |z
T3 X3

Man erkennt also, dass die x1-Komponente in Kartesischen Koordinaten dargestellt werden kann als

1 = peos(p)

In den Zylinderkoordiaten gibt es auch entsprechende Eingeitsvektoren.
cos()
e, = | sin(p)
0

—sin(p)
e, =| cos(y)

1.7.4 Kugelkoordinaten

In Kugelkoordinaten beschreibt man einen Punkt nur mit zwei Winkel und seinem Abstand zum Ursprung
Py ={p,0,r}, der jeweilige Vektor im Krtesischen System sieht also so aus:

rsinf cos p 1
7=|rsinfsing | = | z2
rcosf T3

Dabei ist ¢ der Winkel von der x; Achse heraus und 6 der Winkel aus der x3 Achse.

16



/]
/
;f"'
r
r /’;
}I'-’.—"
/s
—. /
il -{.:f'f 2
s —

Eine Umkehrung muss in (fast) jedem Punkt (lokal) umkehrbar sein. Also eindeutig sein.
Die Einheitsvektoren in Kugelkoordinaten sind:

sin @ cos
er=|sinfsinp
cosd

cos @ cos g
eg = | cosfsinp
—sinf

—sin
ey =| cosp
0

1.7.5 Einheitsvektoren erhalten

Gegeben sei ein Vektor 7, der in anderen Abhéngigkeiten die Korrdinate zi,zs,23 beschreibt. Also x; =
fi(q1,92.q3) Dabei ist f ein Skalarfeld und ¢; die Neuen Komponenten.
Wenn man das gegeben hat kann man die einzelnen Partiellen Ableitungen bilden.

_or

b; =
dq;

Wenn man dann die b; noch normiert erhélt man die neuen Einheitsvektoren ég,

1.7.6 Satz aus der Analysis
Gemische parteille Ableitungen sind vertauschbar, es gilt also:

0? o
8xi8xj - (%cj@xi

1.7.7 totale Ableitung
Wir definieren die Totale Ableitung eines Skalarfeldes, wobei f unser Skalarfeld ist.

af
dt

Aber da f ein Skalarfeld ist, also zu einem gewissen Punkt einen Skalarzuordnen, kénnen wir keine zeitliche
Anderung definieren, da die Zeitdimension in einem Skalarfeld selbst nicht von relevanz ist. Also miissen wir uns
entlang einer Bahnkuve 7(¢) innerhalb des Skalarfeldes bewegem, sodass eine zeitliche Anderung Sinn ergibt.
(Zeit vereht beim entlanglaufen der Bahnkurve)

df O0fdwi . .
dt_zaxi dt A

%

17



1.7.8 totales Differential

Das totale Differential ldsst die Abhéngigkeit der Bahnkurve die wir wéhlen wieder verschwinden und gibt
an, wie sich der Skalar in seinem infitisimalen Inkrement df &ndert, wenn man eine der argumente infitisimal
verandert.

df:Z(‘;idzi:vf-df

1.7.9 Nabla

Nabla ist ein Differentialoperator, der nach rechts wirkt.
0
V=) e 7—
ZZ-: 283?2‘

Man beachte, dass der Einheitsvektor diesmal direkt hinter dem Summenzeitchen steht. Das macht man um
Missverstandnisse zu vermeiden, da der Differenzialoperator % nicht auf das e; wirkt sondern auf das worauf
Nabla wirkt.

1.7.10 Gradient

Der Gradient eines Skalarfeldes (oder skalaren Funktion) ist der Vektor, der als i-te Komponente die Partielle
Ableitung der Funktion nach x; hat. Also Nabla angewandst.
Sei f(x1,x2,23) ein Skalarfeld, dann ist der Gradient dieses Skalarfeldes:

of
3890
vi=|2L
i
Ox3

Der Gradient ist also ein Vektor. Dieser zeigt immer in Richtung des starksten Anstiegs.

Achtung: Die Begriffe ” Gradient zeigt in Richtung des stéirksten Anstiegs” und ” Gradient zeigt dorthin,
wo die Ableitung maximal ist” meinen nicht dasselbe: Der Gradient zeigt in die Richtung, in der die
Funktion f(x1, 22, z3)lokal am schnellsten zunimmt. Diese Richtung ist eine rein geometrische Eigenschaft
des Feldes ff und héngt nicht davon ab, wie stark die Anderungsrate (Betrag des Gradienten) ist.

1.7.11 Jacobi Determinante

Bei Koordinatentransformationen spielt die Jacobi Determinante eine wichtige Rolle.

Um dies aber zu verstehen brechen wir alles nochmal einzeln herunter: Wir haben Komponenten in unserem
Koordinatensystem ¢; und wollen von unserem Koordinatensystem wieder zuriick in das Kartesiche Koordi-
natensystem kommen. Also:

t ti
Urspriingliches System mit Komponenten g¢; ransformation x; Kartesiche Koordinaten

Also zum Beispiel bei Kugelkoordinaten: (r,,0) — (x1,22,23) Dann kennen wir bereits die Skalaren Funktio-
nen, die von 7, @, 6 abhéngen und uns die Komponenten im Karteschen System geben.

T rsinf cos
F=|zo|=]rsinfsingp
T3 rcos

D.h. z; ist eine skalare Funktion: z1(r,p,0) Im Allgemeinen sind die "neuen” Komponenten x; also Skalar-
felder von den alten Komponenten x;(q1,¢2,q3). Wenn wir also wissen wollen, wie wir Koordinaten sinnvoll
transformieren konnen, miissen wir uns fragen, wie verandert sich die Komponente x;, wenn ich an den ¢; kleine
Veranderungen mache.

Dies finden wir genau iiber das totale Differetial heraus. Man kann den ganzen Vektor dz; nun ausschreiben

als: 5 5 5
ory oxi  O%1
dxy oq1 0q2 g3 dag:
dx — 812 812 812 dq
2 9q1  Oq2  9gs 2
dxg oz Ox3 Oxs dQ3
dqs  Oq2  Ogs

Diese Matrix, die infitisimale Anderungen des einen Systems in das der anderen iiberresetzt, nennen wir Jacobi-
Matrix. Deren Determinante uns auskunft iiber die Invertierbarkeit der transformation aussagt.
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1.7.12 Satz der Umkehrabbildung

Sei A eine Matrix, die Darstellungsmatrix eines Endomorphimus ist. Dann exisiert A™! genau dann wenn
det(A) #0.
= Ist die Jacobiedeterminante ungleich Null so ist eine Umkehrung der Transformation méglich.

1.7.13 Koordinatentransformation

Wenn nur nun einen Vektor gegeben haben, der in Kartesichen Koordinaten angegeben ist. Also

T1
7=z :Zmiei
T3

Und wir diesen Vektor umschreiben wollen in einem anderen Koordinatensystem, also von e; zu neuen Einhi-
etsvektoren e;. Um nun von den Komponenten z; zu den neun Komponenten y; zu kommen, um den Vektor 7
schreiben zu konnen als:

7=y

Dazu miissen wir die Einheitsvektoren e} wissen. (Und wie wir davor gesehen haben, die el sind Vektoren, die
als Komponenten skalare funtkionen haben, die die neuen Koordinaten in die alten Ubersetzt. (z.b. x1 = cosp)
)

Um also die einzelnen Komponenten y; herauszufinden, miissen wir den urspriinglichen Vektor mit den neuen
Einheitsvektoren multiplizieren (Projektion), wir erhalten dann also den Anteil des 7 Vektors in e -Richtung.

!

Yi=T-¢

1.7.14 Verkettung von Koordtrafos

Stellen wir uns vor gehen einen Umweg iiber ein anderes Koordiantensystem:
Zi > i > T4

Dann ist x;(q1(21, 22, 23),q2(21, 22, 23), q3(21, 22, 23) ) Dann interssiert und das ”wackeln” an den z; Werten und
wie es sich auf x; auswirkt. Wir betrachen zuerst das totale differential von x;, welches die &nderung von x;
beschreibt, wenn man an ¢; wackelt

a$7;
dZL'i = Z 7dqj

7 04
Allerdings héngt ¢; ja von z,, ab. D.h. wenn wir an z,, wackenl dndert das dg; und damti dann auch dz;. Wir
setzen zusammen:

o axi 8(]]‘
dr; = Z 24, (z 0 dzm)

7 m

T(z55) e

7 0q; Oz,

Schauen wir uns jetzt die Partielle Ableitung nur nach einem bestimmeten z,, an, so fallt die Summe iiber m
weg und wir erhalten fiir die Parteille Ableitung hier:

0Zm 7 0qj 0zm

Daraus folgt, dass die Jacobiermatrix J,_, die Multiplikation der einzelnen Jacobiematrizen ist.
Josg = Jz—»q . Jq—»w

Und daraus folgt, dass jede einzelne Transformation Umkehrbar sein muss, damit die gesammte Transformation
umkehrbar ist.
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1.7.15 Lokales Dreibein der Koordinatensysteme

Redundant, siehe 1.7.5.
Sei nun wieder ein ”Koordinatensystem” gegeben, indem die jeweiligen Skalarfelder Funtkionen in den Kompo-
nenten eines Kartesichen Vektor steht, also:

xl(ylay27y3)
7= 22(y1,y2,¥3)
$3(yl,y27y3)

Dabei sind die y; die neuen Koordinatenvariablen bsp. Kugelkoords: (r, ¢, 8)

Dieses neue Koordinatensystem definiert im Raum (abhéngig von den expliziten y;, ein Lokales Dreibein), also
Einheitsvektoren, die alle Senkrecht aufeinander stehen.

Fiir diese Einheitsvektoren des lokalen Dreibeins gilt:

Oy, 1 orF . or
€y, = — = — mit by, = |[—
P b oy o

1.7.16 Volumenelement

Das neue lokale Deribein spannt ein lokales Volumenelement dV auf. Hierbei konnen wir allerdings nicht einfach

die Einheitsvektoren anschauen, da diese ja die Lange 1 haben und dann das Volumen dV auch einfach nur 1

ware.

Uns interessiert das infitisimale Volumenelement dV', des Parrallelepipes, welches aufgespannt wird, von den

einzelnen Vektoren, des Dreibeins, allerdings wollen wir die Richtung des Vektors, also g—i und die Lange des

Vektors. Diese V\gqllen wir aber infitisimal halten, da wir ja auchh das dV Volumen wollen. Also multiplizieren
T

wir den Vektor P noch mit der infitisimalen Lénge in y;-Richtung.

Also sind die Vektloren7 die uns das Parralelepiped aufspannen:

_or
_33!1'

a; dy;

Das kann man aber umschreiben, mithilfe unserre neu Definierten Einheitsvektoren, als:
Zli = by1 eyi dyl

Nun schauen wir uns das Volumen an: (Erinnerung, das Volumen, welches von 3 Vekroren aufespanne wird
rechnen wir mit Kreuz und Dot Produkt aus) (Der Vektor r besteht ja aus, 1, z2x3)

dV =a;-(az x asz)

8:101 812 8323

dyl dy1 dyl
o1 oy1 oy1
- det Oxr1 dy2 Ozo dyg dxa dy2 Rechenreggln zur Det deldygdy3

gyz gyz gyz

XTq o T3
Dys dys Bys dys Dys dys
= byl byz byS dyl dy? dy?)

Skalare Faktoren konnen Zeilenweise aus der Determinante herausgezogen werden!

J = byl byz by3

1.7.17 Differentiale der Ortsvektoren
Wir konnen damit nun auch dei DIfferetiale der Ortsvektoren schoner Beschreiben:
. or
dr = Z ay_dyi = Zbyzdyzeyz

i

Damit ergibt sich fiir die bisher bekannten Koordianten:
Polarkoordinaten: di =dr e, +7 dp e,

Zylinderkoordinaten: dif =dr e, +7 dy e, +dz e,

Kugelkoordinaten: dr =dr e, +r df eq +rsinf dy e,
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1.7.18 Nabla in krummliniegen Koords

Nabla leitet ein Skalarfeld in alle Raumrichtugen ab. Diese Raumrichtungen sind aber nun ”versteckt”, deswegen
muss Nable dementsprechne angepasst werden:

Im Schwart Skirpt findet sich diese Herleitung:
vVf= Z(Vf)yiey:

Dabei ist f ein Skalarfeld und V f ein Vektor. Dabei kann man den Vektor, als Summe seiner Komponenten mal
der Einheitsvektoren angeben, da sich die Elnheitsvektoren aber hinzu e,, gedandert haben, miissen wir auch
die Komponenten dndern. Das machen wir wieder durch Projektion! Es gilt

(VI)y =V ey =V big;
Defintion Nabla 1 (ﬂ 0x1 N Of Oxg . Bifax;),)
by, \Ox1 Oy; Oz Oy; Ox3 Oy
1 9f
) anz

Beachte, die z; kommen, von dem Skalarprodukt des Vektors Vf und 7 .

1.7.19 Vektorfeld

Ein Vektorfeld ist eine Vektorwertige Funktion, bekommt also einen Vektor und gibt einen Vektor aus.
Zum Beispiel das Kraftfeld der Erde (da die Erdbeschleunigung nicht immer gleich ist) gibt einen Vektor aus
(Kraftvektor) wenn man Thm eine Postition mitteilt.

F(7)
1.7.20 Divergenz

Die Divergenz eines Vektorfeldes lasst sich mit dem Nablaoperator aussrechnen und ist (da Nabla und das Feld
beide Vekktoren sind) ein Skalar.

_Oar, Daz | Day

div a(7) =V -a(r) = o2, + oz + o

Die Diverenz beschreibt die Quellen eines Vektorfeldes. Wenn die DIvergenz = 0 ist, dann hat das Feld keine
Quellen (an keinen Punkt geht mehr aus als rein.)
Rechenregeln der Divergenz

V- (d+b)=vi+Vb
v-(Bd)=pV-a
V- (c(F)-a(7)) =vVe(?) -a+ce(F)V -d(r) Produktregel lol
1.7.21 Rotation

Die Rotation eines Vektorfeldes beschreibt die Verwirbelung eines Feldes. Es ist wieder ein Vektor, der senkrenkt
auf den Wirbeln steht.
rot a(7) = V x a(7)

1.7.22 Divergenz des Gradientenfeldes

Die Divergenz des Gradientenfeldes wird geschrieben als:

V- (V-e(F)) = be(F)
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1.7.23 Laplace

Der Laplace- Operator ist die symmetrische zweite Ableitung in drei Dimensionen, also

32

1.7.24 Divergenz in Krummlinigen Koordinaten

Sei ein Vektorfeld in Krumlinigen Koordinaten gegeben.
Wir betrachten also den Vektor:
G = Z Ay; Cy;
i

Hierbei sind a,, als auch e,, Funktionen von den y;, also den neuen Krummlinigen Koordinaten, wir miissen
also Nabla in Krumlinigen Koordinaten Verwenden und dann mit Trickt umstellen. Wir kommen am Ende auf
folgende Formel:

— i ayl & Ay, ab'lh
- Z by, + 2 by, b

im “Yi’Ym ayl

1 0 9 0
— b, b b b b
bylbmby3 (3 (by,bysay, ) + ayz( s Dy Gyy ) + 6y3( " yzays))

Wenn das Vektorfeld als Gradient eines Skalaffeldes gewonnen wurde, so kann man die a,, einfach durch die
Definition ersetzten.
1 of

Ay, = —

Wenn f die Skalar Funktion ist, also:
a=V-f

war.
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1.8 Geschwindigkeit und Acceleration in krummlinigen Koords

Allgemein geschrieben sehen die Geschwindigkeits und Beschleunigungvektoren in Krummlienigen Koordinaten
S0 aus:
U= Z Vy; €y,
i

und
a= Z a’yi eyq‘,
3

Wir kennen bereits das totale Differential eines Vektors:

or
_dyi = Z by, €y, dy;

dF:Z@

% 1 %

. dr .
Gl Zi:byieyz‘yi

= Uy, = byi Yi

25



2 Dynamik des Massepunktes

2.1 Taylor-Entwicklung
2.1.1 Allgemeine Form (um die Null etnwickelt)

Man kann Funktionen lokal auch ndherungsweise mit einer Summe/ Reihe darstellen. Z.b ist die Ableitung einer
Funktion, die beste Lineare ndherung an einem Punkt, wenn wir allerdings auch nicht lineare Therme zulassen,
konnen wir die FUnktion noch besser ndhern und in manchen Féllen sogar ganz als Potenzreihe darstellen.

f(0)

xn
n!

fl@)=73,
n=0
2.1.2 Niitzliche Taylor Reihen:

Einige Niitzlich Taylorreihen sind:

o —1)"
sinz = Z ( ) $2n+1
= (2n+1)!

2.1.3 Entwicklung um beliebigen Punkt

Wir miissen natiirlich nicht immer um die 0 entwickeln (beim In ist das sogar gar nicht moglich).
Wir koénnen uns also einen Beliebigen Punkt aussuchen zg:

oo

() (2
flx) =73 fT(!O)(x - x0)"

n=0
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2.2 Complexe Zahlen
Der Anfang der Komplexen Zahlen ist die Zahl 7, die sich durch die Wurzel der -1 darstellen lasst.

i=v-1
Nun lassen sich auch folgende Gleichungen 16sen:
?+1=0 = z=i

Grundsétzlich hat eine Komplexe Zahl immer eine Realanteil @ und einen Imagonéranteil b, sodass man schreiben
kann:
2zeC, z=a+1ib

Deswegen kann man sich C auch als R? vorstellen, und damit den Betrag einer Komplexen Zahl genauso
definieren:
|22 = a® + b?

Und den Winkel in der Gausschen Zahlenebene:
b
( = arctan —
a
Wir konnen jede Komplexe Zahl auch schreiben als:
z = |z|e"?

Und weiter noch gilt: .
€'Y =cosp+ising

Wenn man nun ¢ = 7 setzt, erhilt man: _
e +1=0

Eine Zahl komplex zu konjugieren heifit, das Vorzeichen des Imaginérteils zwechseln.
z=a+ib =z2"=a-1ib
Die Polardarstellung einer komplex konjuierten Zahl ist demnéch:
2% = |z|e”™

Das Betragsquadrat einer komplezen Zahl stimmt mit dem Produkt der komplexen Zahl mit seinem komplex
konjuguerten iiberein.
22* = |22

2.2.1 Wichtige Trigonometrische Indentititen (fiir C)

1 . .
cosp = 5(6“‘0 +e %)
: 1 i —ip
sinp = Q—Z_(e -e")
1
cosh ¢ = cos(ip) = i(e‘P +e %)

1
sinh ¢ = —isin(ip) = 5(6“’ -e %)

cos(a+b) =cosacosb—sinasinb

sin(a + b) =sinacosb + cosasinb
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2.3 Differentialgleichungen

Sei z(t) eine Funktion von t. Dann ist die ist die n-te Ableitung (™ (). Eine Gewdhnliche Differentialgleichung
ist eine Funktion, der art:
f(x("), AU x,t)=0

Es gibt verschiedene Klassifikationen:
1. Gewdohnlich: Es gibt nur eine unabhangige Variable.
2. partielle: Es gibt mehrere unabnhéngige Variablen (juckt uns in Theo 1 noch nicht)

3. explizit: Man kann die Gleichung auflésen nach Ihrer hchsten Ableitung (wenn nicht heifit sie implizit.)
Also:
2 = g2 (t), 1)

4. linear: Eine DGL ist linear, wenn dieses f(...) linear ist. (keine quadratischen Therme).
5. homogen: Keine Therme ohne x(t), also jeder Summant hat mind, ein x drin.
Wenn die DGL linear ist kénnen wir f auch in der Operatorschreibweise einfithren. Dann ist:
LM z(t) = h(t)

Dabei ist h(t) ein therm, der 0 ist fiir Homogene DGL und fiir inhomogene eine Funktion, die von t abhéngt,
aber nicht von x.
Hier ist der Operator L:

L(n) = Zfz(t) dti

Dazu ein Beispiel:

d4
4:™® 442 +5t=0 :>L(4):4-@+4, h(t) = -5t

2.3.1 Losen von homogener DGL
Schauen wir uns zuerst eine lineare (L) homogene (h(t) = 0) DGL an:

dzm(t)

LOx(0)= 3 £

Im Allgemeinen ist die Losung eine Losungsschar (also mehrere Funktionen), die von n-Integrationskonstanten
abhangt ~;:

x| Y1, 5Yn)
Die Losungen sind Vektoren eines Losungsraumes. Wir versuchen nun also die Basisvektoren dieses Raumes zu
finden. Damit konnen wir alles anderen Losungen durch Linnearkombination erhalten.
Wir suchen also n- linear unabhéngige Funktionen, die die allgemeine Losung der DGL ergeben.

z(t ]| Y1y yYn) = Zajxj(t)
i-1

Dabei ist n die Ordnung der DGL und z; die gesuchten Basisvektoren. Fiir eine DGL 2-ter Ordnung miissen
wir also zwei lineare unabhangige Funktionen finden, die die DGL losen.

2.3.2 ﬂ'berprﬁfen der Lin. Unabhingigkeit

Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass wir mihilfe der Determinate herausfinden koénne, ob die jeweilige
Vektoren in der Matrix Lineare unabhéngig sind.

Hier nutzen wir nun die Wronski-Matrix:

Seien f,, skalare Funktionen, die wir auf lineare unabhéngigkeit priifen wollen, so gilt, dass die Wronski Deter-
miante ungleich Null sein muss.

A R )
A R0 - fu®)

nl)  eel)  p(ne1
(R S S /

W(f1,... fa)(t) = det £0

Dann sind die f; liner unabhéngig und ggf die Basisvektoren des Losungsraums.
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2.3.3 inhomogene DGL

Im allgemeinen ist h(t) # 0, also liegt eine inhomogene DGL vor. Dann 16sen wir zuerst die zugrunde liegende ho-
mogene DGL, also setzen h(t) einfach artificcaly auf 0 und errechnen und die allgemeine Losung der homogenen
DLG.

Dann miissen wir nun noch eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung finden zo(t) und diese auf die

allgeine Losung addieren. Also:
LU(t) mo(t) = h(t)

Und gilt z,(¢) sei die Losuung der homogernen DGL, also:
LM (t) z4(t) = 0

Dann ist die endgiiltige Losung:
xr(t) = x4 (t) + zo(t)

2.3.4 Seperation der Variablen

Wenn man einfache DGLs hat, so kann man die Variablen (z.B dz, dt) voneinander Trennnen und dann getrennt
Integrieren:

dv
at =Y
= dv=—g dt |Integrieren

2.3.5 Steady State Losung

Die Steady State Losungsmethode ist eine schnelle Methode an eien spezielle Losung zu kommen. Dabei schaut
man sich bei einer Gleichugn den Zustand an, bei dem sich nichts &ndern wiirde (Steady State), das passiert
also bei v = 0.

Dazu schauen wir uns den Fall der Stokschen Reibung an.

v=—-g — —v
m

=>0+=v=—¢g
m

Dann setzen wir nun v = 0 und erhalten als Spezielle Losung fiir vg:

mg

3

Wenn wir das mit der allgemeinen Losung der homogenen DGL kombinieren, erhalten wie die komplette Losung:

Vo =

mg
€

Nun miisste man nur noch C bestimmen, indem Mann ¢ = 0 setzt fiir die Anfangsbedingung und dann nach C
auflost.

v(t) = Cem t -
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2.3.6 DGLs zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
In der klassischen Mechanik treffen wir oft auf lineare DGLs mir konstanten Koeffizienten.
as® + a1 + apx = h(t)

Hat man so eine DLG vor sich liegen betrachtet man zuerst wieder nur den Homogenen Teil h(t) = 0 un Benutzt
den Expontentialasatz. D.h. man nimmt an, z(¢) hat die Form:

z(t)=Ce" "
1. Den Ansatz in die Gleichung einsetzen:

asCe” P r? +a1Ce" tr+apCe” =0

2. Umstellen, um die s.g. Charakterischtische Gleichung zu erhalten.

Ce" t(a2r2 +air+ag)=0

3. Die Charakteristische Gleichung Null setzen und so nach r auflésen. Achtung: die Diskriminante kann
auch negativ sein, dann muss man komplex weiterrechnen.

4. Spezialfall: Wenn die Nullstellen des Charakteristischen Polynoms zusammenfallen (also r1 = ), dann
erhalten wir die zweite Losungsfunktion, indem wir die unabhéngige Variable (bei uns t) ranmultiplizieren.
(Also Losungsfunktion 1: ¢je™? und Losungsfunktion 2: ¢ -t -et)

Inhomegner Fall

Wenn nun konstante Koeffizienten hat, aber eine inhomogene DGL (h(¢) # 0), dann muss man wieder die
homogene Losung bestimmen und dann eine Spezielle Losung finden.

Das finden einer speziellen Losung =s bekommt man dann mit dem Verfahren: Variation der Konstanten. D.h.
man lésst zu, dass die Integrationskonstanten auch von der Veriable abhéngen. Also:

zs(t) =c1(t) - z1(t) + ca(t) - za(t)

Dabei sind die z; die Basisfunktionen des Losunsraums (also die Losungen der homogenen DGL). Wir erhalten
also zwei neue Unbekannten, ¢y, co, setzten wir nun x4 in unsere Urspriingliche inhomogene DGL ein, so erhalten
wir eine Neue DGL, die es nach c¢p,co zu losen gilt.

Das wird aber sehr schnell sehr komplex, deswegen folgt hier eine Liste:

h(t) ‘ Ts
constant a% Steady State
a+ bt + ct? A+ Bt+Ct?
Ae)\t Ce)\t

Cy sin(wt) + Co cos(wt) | Asin(wt) + B cos(wt)

Table 1: Verschiedene einfache Spezielfille
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2.4 Newtonsche Gesetze

Im weiteren schauen wir uns die drei Newtischen Gesetze und deren Auswikrungen an. Also v.a. welche weiteren
Gesetze isch damit nich herleiten lassen.
1. Tragheitsgesetzt
Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen Bewegung, wenn er nicht durch
Kréfte gezwungen wird, seinen Zustand zu &ndern.
2. Bewegungsgesetzt

Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden Kraft proportional und erfolgt in deren
Richtung. Die Kraft ist also ein Vektor.

F=m-a
Dabei ist m die trage Masse, also in erster Linie eine skalare Eigenschaft eines Korpers sich einer Bewe-
gungsinderung zu widersetzen. (dhnlich Tragheitsmoment)

Im allgemeinen kann sich die Masse eines Korpers aber auch iiber die Zeit verandern (Rakete), also braucht
es eine allgemeinere Formulierung.
- d
F="(md)=p
p (mv)=p

P =mo

3. Reaktionsgesetzt

Die Wirkungen zweier Korper aufeinander sind stets gleich und von entgegengesetzter Richtung. D.h. die
Kraftvektoren sind antiparralle zueinander.

Fip=-Fy

4. Superpositionsprinzip

Verschiedene Krafte addieren sich linear.

Fgesamt = ZF1
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2.5 Grundschema der Klassischen Mechanik

Das Grundschema der klassichen Mechanik sind Differentialgleichungen.
Mathematisch gesehen sind das dann drei-dimensinale Systeme gewo6hnlicher DGLs zweiter Ordnung:

ma; — Fy (&, 2,t) =0 1<4<3
Man kann das Schema also wie folgt beschreiben:
1. Die Bewegngsleichung aufstellen. (DGL)
2. Die Differentialgleichung 16sen. Dabei kann man dies analytisch oder Numerisch machen.

3. Nun muss man die Losung noch Physikalisch Interpretieren. Also bekannte Grenzen etc. einsetzen und
gef. die Gleichung mit bereits vorhandenen Uberlegungen vergleichen (einfache Félle ausrechnen)

2.6 Fallgesetzte
2.6.1 Freier Fall

Der Freie Fall lasst sich als Bewegungsgleichugn schreiben als:
mi =—-mg

Das Minus rithrt von der Orientierung des Koordinatensystems her. Wir erkenne also dass sich die Masse des
Objektes rauskiirzt und wir erhalten:

B(t) = -9

Die ist nun eine gewthnliche,lineare, inhomogene DGL zweiter Ordnung. Das Losung ist einfach, aber wir gehen
mit einem generellen Konzept an die Sache ran.

Wir wenden den Trick an, dass wir die Variablen verdoppeln. Aktuell haben wir eine freie Variable (x(t))
und deren Ableitungen. Wir nennen nun die erste Ableitung einfach die Geschwindigkeit v, also & = v und so
erhalten wir nun zwei Variablen, v und x. Diese nennt sich Verdopplung der Variablen: und wir erhalten:

Dadurch haben wir die DGL in ein System von zwei DGLs 1. Ordnung iiberfiihrt. Das kann man nun auch in

Matrixschreibweise schreiben als:
z\ (0 1)\(=x 0
o] \0 0)\v -g

—
lieneare Abbildung inhomogener Teil

Dieses System gilt es nun aufzulésen. Erstmal machen wir dies fiir v:

dv

7 —-g | Seperation der Variabenl
dv =—g dt | Integration
v=—-gt+C

Nun kennen wir die Formel fiir v und kénnen damit die zweite DGL 16sen und auf x(t) zu gelangen. Wie gehen
dabei analog vor wie fiir v, also zuerst Variablen spereiren, dann integrieren. wir erhalten:

1
z(t) = —§gt2 + Oyt + Co
Nun kann man noch physikalisch interpretieren und einige rahmenbedingungen festlegen. Zum Beispiel konne

wir sagen: v(0) = vy, also Cy = vy also die Anfangsgeschwindigkeit. Und mit gleicher iiberlegung Cs = z also
der Anfangsort.
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2.6.2 Fall mit Stoke’scher Reibung

Der Fall in einer Fliissigkeit zum Beispiel, gilt als Fall mit Stoke’scher Reibung.

Es existiert also noch eine weitere Kraft Fy, also die Reibungskraft der Fliissigkeit auf die fallende Kugel. Diese
lasst sich nach der Navier-Stokes-Gleichung mit niedriger Reynoldszahl berechnen:

Fy=6mmRv = Fy=¢v, mit £=6mnR

Dabei ist v die Geschwindigkeit der Kugel.
Wir erhalten davon also die Bewegunggleichung;:

ma =-mg-—£&X

Hier mag das doppelte Minus etwas unintuitiv scheinen (spoiler, es sit unintuitiv). Aber wir definieren
die Reibungskraft, immer mit einem Minus, weil sie Entgegen der Bewegung wirkt.

Wir betrachten hier eben auch Skalara Grofien und keine Vektoriellen, deswegen muss vor den Reibung-
sterm ein Minus, dass es immer entgegen der Bewegungsrichtung wirkt.

Schauen wir uns den Fall mal Vektoriell an, wir haben hier Anfangs m - —g, weil wir die ”Richtung”
nach unten als Minus definieren. Wenn wir also die Bewegung anschauen (nach unten fallend) ist der
Geschwindigkeitsvektor auch negativ. (und minus mal minus ist plus), also ergibt es auch vektoriell Sinn.
Wir geben die Reibungskraft immer mit dem Minus, an damit die Richtung immer stimmt (allg, Fall),
denn Wiirde die Kugel nach oben fallen, dann wirkt nun durch positive Geschwindikeit beide Kréfte
gegen die Bewegung.

Wir verdoppeln wieder die Variabeln:
mv =-mg —&v

Nun haben wir fiir v eine inhomogene lineare DGL 1. Ordnung. Wir l6sen also zuersts den homogenen Teil,
also

_ ¢
0=—=v
m
Wir seperieren wieder die Variabeln:
1
—dv = —édt [Integration
v m
In(v) = —ét +Cy |Expontentialfunktion
m
v = e mtCo _ Cle_%t | Wobei:Cy = o

Dies kénne wir umschreiben, wenn wir uns die Anfangsgeschwindikeit v, anschauen, dazu miissen wir in die
Gleichung oben ¢ = 0 setzen und sehen:

vp 12 v(0) = C4 w0

Also die Konstante C ist unsere Anfangsgeschwindigkeit vg

Wir haben hier nichts gerechtet, sondern nur Variablen umbenannt, sodass wir einen physikalischen Bezug
haben.

Betrachten wir nun den inhomogenen Fall:



Hier gehen wir nun vor, wie bei einer "normalen DGL”, also wir betrachten die Bewegungsgleichung und
Seperieren die Variabeln.

dv _ —g- £V & uskiammern -g (1 + 6—v) | Umstellen (5)
dt m mg

Durch das Integrieren, wurde man auf beiden Seite eine Konstante dazubekommen, aber wir vereinen
diese immer in einer und schreiben diese Rechts dazu (ich kann ja immer mit -¢ umformen)

Nun miissen wir diesen Ausdruck wieder nach v umformen, um eine Lésungsfunktion fiir die DLG zu erhalten:

@ln(1+§—v):—gt+3
3 mg

ln(l + %) =(-gt+ B)mig

571) — e(—gt+B)i

1+ mg
mg
671) _ e(—gt+B)% -1
mg
_ MY ( (-gt+B) 5
v=—|\e mg — 1
l )

Wir erkenne wieder einen Zerfall. Schicken wir nun ¢ - oo, um uns anzuschauen welche Geschwindigkeit sich
auf Lange Zeit einstellt:

Vimroo = liIM — —

lim mg (e(ngB)nfg _ 1) _ _ng

Diese Endgechwindigkeit hétten wir auch aus der Steady State Bedingung v = 0 erhalten:

-mg
3

O0=-mg-&u =v=

Wir wollen unsere Endgeschwindigkeit aber immer positiv angeben, also definieren wir nun ve, als:

mg
Voo = —=

§

Nun kénnen wir das in unserer Gleichung fiir v ersetzen, um diese Schoner zu machen.
V= Voo (e(B—gt)/vm _ 1)
Nun interessiert uns noch die Anfangsgeschwindigkeit vy, die wir wie immer erhalten indem wir ¢ = 0 setzen.
v =0(0) = Voo (eB/”"" -1)
Nun stellen wir schlau um, sodass wir B isolieren kénne, bzw. miissen wir B nicht komplett expliziet angeben

um es ersetzen zu konnen. Also wir stellen um:

Vo p
20 _ eB/Uoo -1
Voo

Vo
—+1=
Voo

eB/vm

B/veo

Wir konnen nun den ganzen e Term ersetzen.
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Dann ergibt sich fiir v(t):
V(t) = Voo ((U—O + 1) e 9tV 1) = (Vg + Voo )€ IV= —
Voo

Nun kann man durch erneutes Integrieren und bestimmung der Integrationskonstante mit den Anfangsbedinunen
noch z(t) aufstellen wenn das beliebt.

2(t) = 2o — Vool + (Vo +v°<,)v4°° (1 —e‘gt/”‘”)
g

2.6.3 Fall mit Newton’scher Reibung

OKAY FUCK DIESEE REIBUNG kann man woanders nachlesen wenn man méchte (Nein will man nicht
lol)
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2.7 Der Harmonische Oszilator

Figure 2: Harmonischer Oszilator

Ein harmonischer Oszilator 1dsst sich am einfachsten Beobachten, wenn man eine Feder an eine Masse anbringt,
lengt man die Masse nun aus, so erfahrt sie proportional zur Auslenung x eine Riickstellkfraft Freger. Es gilt:
Freder = —kx Also ergibt sich fiir die Bewegungsgleichung:

mi = —kx

k

T+—x=0
m

. . [k
F+wir=0 |mit wy=1/—
m

Diese DGL ist linear, homogen und hat konstante Koeefizienten, wir verwenden also den Expontentialansatz:
z(t) = Ae™

Einsetzen ergibt (bereits ausgeklammert:):
Ae*(a® +wi)
Wir miissen also die Charakteristische Gleichung Losen:

a®+wi=0

Die Losung wird offensichtlich Komplex:
o = £iWy

Damit stellen wir nun die allg. Losung auf. Die DGL hatte die Ordnug 2, also haben wir auch zwei Losungsfunktionen.
z(t) = Aye™el ¢ A_emi0!

Dabei sind A, und A_ die noch umbekannten Konstanten.
Wir wissen auflerdem, das die Losung z(¢) Reel sein muss, mit dem Wissen aus den Kompelxen zahlen kénnen
wir also fordern, dass die Funktion ident zu ihrem Komplex konjugieren ist:

x(t) = z*(t)
_ iWot —iwot
r=A.e +A_e
.Z‘* — A:e—zwot +Ai€lw0t

Die noch unbekannten Konstanten werden also Komplex konjuguert und das Vorzeicen vor dem i jeweils gedreht.
Man erkennt, wenn x = z*:

A, = A"
A =A%

Daraus kann man schliefen, dass A, die Form einer komplexen Zahle haben muss, die so aussieht:

A, =a+ib
A_=a-1b
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Wir setzen nun A, und A_ ein und ersetzten weiterhin noch e'? = cos ¢ + isin . Damit erhalten wir:

(a+ib)(cos(wot) +isin(wot)) + (a—1ib)(cos(wot) —isin(wet)) [ausklammern

= 2a cos(wot) — 2bsin(wot)

Wenn man nun weitere Konstaten einfiihrt, A = -2b und B = 2a kann man die allgemeien Losung umschreiben
Zu:
x(t) = Asin(wgt) + B cos(wpt)

Die allg. Losung ist in dieser Darstellung die Uberlagerung von zwei Schwingungen mit gleicher Frequenz, aber
verschiedenen Amplituden.
Allerdings kann man dies weiterumschreiben, indem man einen Trick anwendet und eine ”1-ranmultipliziert”

z(t) = /A2 + B2 L sin(wot) + L cos(wot)
— | VA2 + B2 VA% + B?
Ao [ — —
cos ¢ sinp

Dabei ist ¢ ein Hilfswinkel der einfach eine Phasenverschiebung reprasentiert.
x(t) = Ag(cos psin(w,t) + sin p cos(w,t))
Wir wenden das Additionstheorem an und erhalten:
x(t) = Ag sin(wot + @)

2.7.1 Phasenraum fiir harm. Oszilator:

Die Grundgleichugn ist immernoch:
Nun verdoppeln wir wieder die Variabeln:

Wir nutzen wieder wy =4/ % und erhaltne damit fiir die Matrixdarstellung:

(0)-( o))

Die (x, v)- Ebene ist der Phasenraum fiir den harmonischen Oszillator (in diesem Fall handelt es sich also um
eine Phasenebene). (&,0) ist das Vektorfeld, dass den Fluss des Systems durch den Phasenraum beschreibt.
Das resultierende Flussdia- gramm heisst Phasenportrait. Der harmonische Oszillator hat geschlossene Tra-
jektorien, die Ellipsen sind.

Betrachen wir den Quotienten der beiden Variablen.

. d

TG v dx
T dv 2.

v wir dv

Man erkennt, dass sich quasi die Zeit dt kiirzt und damit ist der Quotiernt schonmal Konstant:
Damit konnen wir die Variablen sepereiren und erhalten:

~wizdz = vdv
Wir intigreiren beide Seiten und brtingern zusamen:

1 1
fngQ + 0% = const
2 2 —
weil der Quotient an sich const ist

Benutzen wir die Defionition von wg so kénnen wir noch umschreiben zu:

1 1
~kx?+ —mu
2 2

2=const=F

Dabei ist E die Gesamtenergie im System. Die Energie ist eine Erhaltungsgrofie.
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Figure 3: Phasenportrait

2.7.2 Gedampfter harmn. Oszilator

Wir erweitern den harmonischen Oszillator um einen Reibungsterm (&hnlich der Stokeschen Reibung bei den

Fallgesetzen):

.

Figure 4: Gedampftre oszilation

mi = —kx — £
Mit 8 = % (warum 2m und dann gleich auch 23 ist wieder ein Trick, der am ende klar wird).
F+2B%+wir =0
Wir wenden wieder den Exponentiopsansatz an und erhalten folgende charakteristische Gleichung:
A+ 26A+wi =0

Diese Losen wir mithilfe der Mitternachtsformel:

A2=-0%\/B%?-w]

Hier erkennt man, warum wir vorhin 2/ eingesetzt aben, da sich nun der Nenner Wegkiirzen lasst.
Dadurch ergibt sich die allg. Losung der DGL, wenn A # Ay

A1 Aot

z(t) = a1’ + age
Wir erkennen, anhand der Wurzel fiir die A, dass hier 3 Falle eintreten konnen:
1. Schwache Dimpfung: % < wg
2. Kritische Dampfung: 32 = w?

3. starke Dampfung: 3% > w?

Schwache Dampfung
Wenn 32 < wj gilt, dann wird die Wurzel fiir die Lamda negativ und wir erhalten komplexe Ergebnisse. Wir
betrachen die Gleichung fiir die Koeffizienten A:

Al :—5i\/52—w§
A2 =-B\/-1-(w-p5?)
AMo=-B+iw |w=y\/wi- [

Wir erhalten jetzt also fiir w eine andere Frequenz, die wegen der Bedingung nicht negativ werden kann. Wir
das komplexe 7 allerdings trozdem in der Gleichung haben.
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Wir setzen die allg. Losung zusammen:

Ji(t) _ ale(—ﬁ+iw)t " age(—B—iw)t
x(t) = e Pt (a1€™* + age™™?)
——

Dampfung Amplitude Schwingung mit Frequenz w

Mithilfe der Anfangsbedingugnen (das ist son trust me bro ding) erhélt man:
-t Vo + B-TO .
xz(t)=e xo cos(wt) + ———— sin(wt)
w
Das System schwingt mit Frequenz j 0 und die Amplitude ist exponentiell gedampft.

X

Figure 5: Schwingung wenn gedampft

Kritische Dampfung

In diesem Fall ist w =0, also gibt es nur eine Losung.

A=-p
Wir miissen also den Spezialfall anwenden 4. Also wir erhalten die Zweite Losung durch multiplizieren der

ersten Losungsfunktion mit der unabhéngigen Variable:

x(t) = are Pt v ag-t-e P

Mithilfe der Anfangsbedingungen (z(0) = zp und #(0) = vy) erhélt man die Funktionen fiir a;
Also:
x(t) = e P (xo + (vo + Bxo) )

Es gibt also keine Schwingung mehr. Aufler vllt., einen Nulldurchgang, aber nicht mehr.

_—

Figure 6: Kritische Dampfung
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Starke Dampfung
Wenn gilt, dass 52 > wg, dann wird die Wurzel niemals negativ, also erhalten wir keine Komplexen Zahlen und
damit in diesem Zusammenhang auch keine Schwingung mehr.

A2=-B+7
Dabei ist v = \/m . Wie man erkennt, ist gilt:
O<v<p
Es liegt also nur noch ein exponentieller Abfall vor.
z(t) = e P (a1t + azet)

mit:

a) =

+
(CEO LYo 510)
Y

(330 Y +75300)

N = N =

ag =

X0

Figure 7: Starke Dampfung
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2.7.3 Getriebener Harm Oszilator

Mechanisches System: das System wird von aussen mit Frequenz w getrieben.

0 > k/2 k/2
m“\./ ANV v

Figure 8: Getrieber harm. Orszilator

Dabei ist dann die DLG nicht mehr homogen.

Fi
i+ 204 +wix = =2 cos(wt)
m

Um diese jetzt schon mit dem Exponentialansatz 16sen zu konnen, setzen wir diese ins Komplexe fort. Also wir
ersetzen x € R mit z € C. Wir Betrachen spéter also nur noch den Realteil fiir die Losung. z(t) = Re(z(t)).
Deswegen konnen wir cos ¢ = e'? schreiben.

. . Fo ;
54285 +wiz = —et

Erinnerung: inhomogene DGL Lésen, indem wir zuerst die Homogene Losen und dann eine spezielle
Losung finden.

Den Homogenen Teil dieser DGL haben wir bereits durch den geddmpften Osziolatr gegeben.
2(t) = Thom (t) + zo(t)

Dabei nimmt @0y, mit der Zeit exponentiell ab, nach einem Einschwingvorgang dominiert also zo(t). Diese
Losung suchen wir also:
Dafiir nutzen wir den Exponentialansatz:

2(t) = Ae™*
Dabei gitl aber A € C, dadruch kann man A auch mit der komplexen E Funktion Darstellen.

2(t) = |Ale'P et
Dadruch konnen wir die Form der Lésung xg € R erahnen.
zo(t) = |A|Re(ee™") = |A| cos(wt + )

Es fehlt also der Betrag von A und der Phasenwinkel der Zahl A.
Wir setzen den Expenentialansatz z(t) = Ae’! in die Differentialgeliochung ein:

_ o N
0= —Aw?e™" + 2BiwAe™" + wi Ae'™! — =™t

m
g .
0= (A(—w2 +2Biw + w?) - —O) et
m
=0
Daraus ergibt sich die Zahl A als:
1. B 1 Ry (@ -wp) +2ifw
Com(W2-wd) - 2w m (W2 - wd)? + 45202

Hier wurde der Bruch mit dem Komplex konjuguerten des Nenners erweitert, damit in der Darstellung von A
kein Kompleer Teil im Nenner steht.
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Wir erinner uns, der Betrag |A| einer Kompexen Zahl, ist die Wurzel aus dem Produkt der Zahl mit seinem

Komplex Konjuierten.
|A| = VAA*

|Al = FO\J (w? —Wg)2 + 43202
m \ ((w?-w?d)?+4p8%w?)?
4= 20 1

m \/(w2 —wd)? +4p%w?

Nun kann man sich die Grenzfille anschauen:

F F
R i 1
cwooo, B

Wir man anhand der Formel fiir die Amplitude |A| erkennen kann, wird der Nenner — 0, wenn die Anregerfre-
quenz gleich der Eienfrequenz des Schwingers ist, und die Dampfung im Limes § — 0 geht. Dieses nennt man
Ressonanzkatastrophe.

Figure 9: Ressonanzkatastrophe

Nun suchen wir den noch Phasenwinkel der komplezen Zahl A,also .
Der Phasenwinkel ist der Winkel, den der 2D Vektor mit der Realen Achse in der komplexen Zahlenebene
einschlieft. Also gilt fiir den Phasenwinkel:

i} Im(A)
Y= arctan(Re(A) )
mit:

m
Re(4) = —fOIAIZ(w2 - wp)

Tm(A) = -2 | A2 fw
Fy

Wir erinnern uns, die spezielle Losung xo(t) hatte die Form:
2o(t) = |A| cos(wt + )

Da wir nunr |A| und ¢ ausgerechnet haben, haben wir die spezielle Losung der DGL und damit auch die allg.
Lésung der Inhomogenen.
Plottet man ¢(w), so erhélt man folgendes Bild:

I

B—0: Sprung bei o,
Figure 10: ¢(w)

Man erkennt, je kleiner die Dampfung [, desto stérker ist ein Phasensprung bei w, zu erkennen.
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2.7.4 Fadenpendel

Bei einem Fadenpendel kann man die Gewichtskraft in einen Radialen und einen Winkelanteil zerlegen, wenn
man sich in die Polarkoordinaten begiebt.

Figure 11: Fadenpendel

Es gilt also:
FG =F.e +Fye, mit
F.=mgcosyp
F,=-mgsiny

Die Bewegungsgleichung erhalten wir, indem wir 7* = re, ansetzen (im Folgenden aufpassen und dran denken,
dass 7 # ) und dann zweimal Ableiten um 7, also den Beschleunigungsvektor zu erhalten.

mi = m[(¥ - r$?)er + (27¢ +1@)e,] = (Fr + Fr)e, + Fey,

Dabei ist Fr die Fadenspannung.

Die Fadenspannung ist das erste Beispiel fiir eine Zwangskraft, die garantiert, dass eine bestimmte Randbedin-
gung eingehalten wird. Hier ist das die konstante Fa- denlénge.

Wir wissen also, dass die Fadenlédnge [ = r konstant bleibt. Das heifit auch, dass (in Polarkoordinaten gedacht)
die radiale Geschwindigkeit und Beschleunigung verschwindet (das Seil wird ja nicht lénger).

F=i=0

Uns interessiert im weiteren nur die ¢— Richtung. Deswegen kann man die Bewegungsgleichung vereinfachen
Zu:
mage, = Foe,
mrg = —mgsin ¢
lp=—gsing

0:¢+%sin<p

Dies ist eine nichtlineare DGL, aber fiir kleine Winkel gilt: sin¢ = ¢ und wir erhalten:

<,b+w8cp:0 wo = %

Und dies entspricht wieder dem Harmonischen Oszilator.
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2.8 Energie und Drehimpuls
2.8.1 Energie in einer Dimension (1D)

Wenn wir eine Kraft haben, die nur vom Raum abhéngt (also nur wo eine Probemasse sich befindet und nicht
wann und wie sie befindet (Scheiff auf die Gefiihle der Probemasse)). Also die Kraft F' ist nur von dem Ort
abhéngig. F(x).

mi=F(x) |- &
miz = F(x)&

(Alles nur Skalare groBen, weil nur eine Dimension).
2

Wir erkennen, dass mZ4 die Ableitung ist, von %mﬂ'ﬁ, also wenden wir den Ableitungsoperator auf %mj: an.

d(1r d
— | -mi® ) =-=V(z(¢
dt (2mx ) at” )

Wir suchen also eine Funktion V(x(t)), sodass die Ableitung dieser gerade F'(x) - & ist.
WIr betrachten:

V(z)=- [am F(z")dx'

Dabei ist a beliebig, denn wir wollen ja erreichen, dass %V(w) = F(x)&. Wir schreiben also:

d Kettenregel dV(.’E) dx

7V i

i’ @ dr  dti
X

i
Jetzt muss nur noch gelten, dass %V(w) = F(x)

d * Hauptsatz der Integralrechnung d
S Parydar) e 4 (G@)~Gla))

dt
Dabei ist G'(x) = F(z), also die Aufleitung von F.
Da G(a) konstant ist, fallt dies bei der Ableitung raus und es bleibt:

%V(z) =F(x)

Dieses V(z) nenne wir Potential. Und ist die potentielle Molichkeit eines Masseteilchens, Arbeit zu leisten.
Wenn wir ein Teilchen gegen eine &duflere Kraft im Raum bewegen ist Arbeit W notwendig. Schauen wir uns
die Arbeit an die notwendig ist, ein Teilchen um die Strecke dz gegen eine Kraft F'(x) zu bewegen.

dW = -Fdx

Die Arbeit dW wird als positiv definiert, wenn Arbeit entgegen der Kraft wirkt. Dann sagen wir dass das
Teilchen Arbeit verrichtet. Wenn die dW negativ ist, also dW < 0, dann wird an dem Teilchen Arbeit verrichtet.
Also wenn sich das Teilchen in Richtug der Kraft bewegt.

Schauen wir uns also die Arbeit an, die es benétigt ein Teilchen im Kraftgfeld von z; zu x5 zu bewegen, dazu
Interieren wir.

Wig = - f F(2')dx' = V(@) - V(1)

1

Also ist die Arbeit die Verdnderung des Potentials. (Das minus im Integral wird durch das Minus in der
Definition von V (z) rausgenuddelt)
Schauen wir uns nun wieder die Bewegungsgleichung an:

i) -ave 1

Diese integrieren wir uns erhalten dann:

1
ima'cQ =-V(z)+FE

Dabei ist E die Integrationskonstante und weiternoch definieren wir %mi:2 = T Dadruch erhalten wir die
Energieerhaltung (Weil E als Int. Konstate ja konstant ist):

T+V = FE =konst
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Diese Energieerhaltung gilt allerding wie gesagt nur fiir Krift, die nur vom Ort abhéngen. F' = F'(x)

Energie, Arbeit und Potential haben die gleiche Einheit J fiir Joule.

Die Energieerhaltung bedeutet eine starke Einschrankung der moégl. Teilchenbe- wegung, die man ohne Rech-
nung aus einem Plot des Potentials erschliessen kann. Wegen T > 0 sind Bereiche mit V § E (klassisch) verboten
(in der Quantenme- chanik ist das anders). Die Punkte mit E = V sind Umkehrpunkte mit T = 0 und deshalb
v = 0. Die Extrema mit V’(x) = 0 sind mogliche Ruhepunkte. In einer Mulde um ein Minimum gibt es bei
entsprechender kinetischer Energie Oszillatio- nen. Wenn ein Teilchen gegen eine Potentialbarriere anlauft und
dann umkehrt, spricht man von Streuung (in héheren Dimensionen wiirde das Teilchen typischer- weise zur
Seite weggestreut werden)

v grok

Oszillation verboten Streuung

\/ (klassisch)

Figure 12: Potentiallandschaft fiir V(x)

Durch diese Energieerhaltung konnen wir auch eine Bewegungsleichung erhalten:

%:&2 -E-V(2) (6)
. 2
&=\ —(E-V(z)) (7)
m
Nun schreiben wir & = Z—f und Seperieren die Variablen:
1
dt = ——————dx
H(E-V(2))

Dieses Interieren wir:

t x 1 ,
Joer ], ST e
x 1 ,

T f %(E—V(m’))dx

Damit kann man mit den entsprechenden anfangsbedingunen, dann ¢(x)ausrechenn, also das Integral 16sen und
dann t(z) umstellen zu x(t).
Die Energieerahltung gilt nichtmehr wenn wenn F' von & oder vong t abhéngt.

2.8.2 Beispiele fiir Energie in 1D

HIER NOCH BEISPIELE AUSM SKRIPT UND EIGENE HINZUFUGEN
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2.8.3 Energie in 3D

Nun betrachen wir ein beliebiges Kraftfeld F' = F(7,7,t)
Die Arbeit die nun notwendig ist, um ein Teilchen von p; nach ps zu verschieben ist:

P2 .
Wio == [ 7 B0 dF
P1

Das nennt man ein LinienIntegral, weil wir entlang einer Raumkurwe integrieren und dabei den Infitiimalen
Vektor auf der Raumkurwe dif benutzen.

D.h. um das Integral auszurechnen brauchen wir eine parametrisierte Raumkurve r(u) (dabei ist g erstmal
irgendein Parameter, mit dem sich die Kurve beschreiben lasst, i.d.R ist das die Zeit t).

Wiz == [ FG0.7G0.t00) - T

Erklarung zu dr = %du. Man kann sich das wie s = v -t vorstellen, nur jetzt halt in infitisimalschreib-
weise und mit p als ﬁarametrisierung und nicht ¢. d.h. der Infitisimale Vektor d7 ist das Produkt von
seiner Anderung(geschwindigkeit) und der Parametrisierung

Dabei muss natiirlich gelten, dass (u1) = p1 und 7(usg) = pe, also die Parametriesierung auch die beiden Punkte,
erreiht und durchlauft.
Dieses Integral ist im Allgemeinen abhéngig von:

1. Kraftfeld

2. Endpunkten

3. Beweungszutand (schnell, langsam)
4. Weg den wir wéhlen.

Daraus betrachen wir: in 1D:
dW = -Fdx

Und in 3D: .
OW =—-F-dr |kein totales Differential

Betrachen wir im Folgenden die Bewegungsgleichung in 3D (herangehensweise wie bei 1D):

mi=F |F
d ]. -9 -
Z(Zmi Y= F.f= L
g g ==y

Wir suchen also nun ein Wi, dessen Zeitliche Ableitung genau F -7 ist. Die Arbeit iiber eine Parametrisierung
haben wir ja bereits behandelt. Nun nutzen wir als Parametrisierung die Zeit und haben also eien Raumkurve
r(t). Dann wird das Arbeitsintegral zu:

dr(t)
dt

t .
W== [CRE@),F@) )
to
Weil 7 = % ist das also die Losung fiir W; Wenn man das nun fortfithrt wie bei 1D so erhélt man nach dem

Integrieren:
T+W(c)=F

Dabei ist die Arbeit W (c) abhéngig vom Weg ¢ den wir wéhlen. Die Energie kann also nicht erhalten (konstant)
sein, da wir fiir ¢ jeden beliebige Weg wahlen konnen, sich das aber nicht mit 7" ausgleicht.

Wenn wir fordern, dass T'(¢) e« W(c), dann kénnen wir uns einen Fall bauen, sodass das Kraftfeld nicht
konservativ ist, aber die Energie trozdem Erhalten, weil ich bei jedem Weg ¢;, die Arbet und die kinetiche
Energie so regulieren, dass die Energie konstant ist.

HIER EINMAL FACKCHECKEN
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Es gibt allerdings eine Unterklasse von Kraftfeldern, deren Arbeit W32 von Punkt 1 zu 2 unabhéngig vom Weg
ist. Diese heiflen konservative Kraftfelder.
Ein Kraftfeld ist konservativ, wenn es ein skalarFeld V() gibt, sodass:

F=-v-V()

Dieses Skalarfeld nenen wir dann wieder Potential. Dann ist die Arbeit wieder die Differenz des Potentials.
Betrachten wir wieder die Bewegungsgleichrung, genauer den rechten Teil:

=Y NS ov dml ov dxg ov dxg) dVv
F-i=-vV(F) 7F=-—2t 22 222 27 295 20
G (ax1 dt Oy dt | Ors dt ) dt
Es gilt also wieder:
Wis =V (#) -V (72)

Damit kann man Zeigen, dass die Zeitableitungen der kinetschen Energie und des Potentials in Summe wieder
Null ist: ) '
T(r)+V(#)=0
WEeil die Zeitableitung von T ist ja mr7 und von V ists —F -7 und damit die Summe 0.
Also ist: )
E=0
Daraus folgt direkt:
T+V = FE =kosnt.

Krifte sind entweder konservativ (F = 0) oder dissipativ (F # 0):
F = Fkons + Fdiss

Konservatove Krifte erkennen:
Es gibt mehrere Kirterien, mit denen man Kréafte iiberpriifen kann:

1. F=-vV(F)

=5 dV(F(t))
2. F"l"— T at

3. VxF=rotF =0
4. Angegebene Wegunabhéngigkeit
Ein konservatoves Kraftfeld leistet auf einem geschlossenem Weg keien Arbeit:
0= av-§ yv.ai--§ F-ar
C C C ~——
Arbeit
Beispiele fiir konservatove Krafte
e Schwerefeld der Erde

e radialsymmetrisches Kraftfeld

2.8.4 Drehimpuls in 3D

Betrachen wir nun den Drehimpuls. Dazu starten wir wieder mit dem 2Netwonschen Gesetz und Vektorpro-
duktieren von links den Orstvektor.

Wir erhalten: ) B
m(Fx7)=7FxF

Wir erkennen, dass Links eine Zeitableitung nach dem Impult steht:

Produktregel

%(fxﬁ):nm%(?x?) m(F x 7 +7 x ) = m(F x )

=0
Wir erkennen also, dass das Drehmoment die Zeitliche Ableitung des Drehimpulses ist.

Drehmoment B B
M=7rxF
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Und dann das Drehmoment:

und der normale Impuls:

Da i =M (Drehimpulssatz) gilt, erkennen wir, dass der Drehimpuls erhalten bleibt, wenn das Drehmoment
M =0 ist. R R
Aus der Definition fiir das Drehmoment M = 7 x F' geht hervor, dass es genau dann Null wird, wenn:

e F'=0 - Trivialer Fall

e 7 =0 — ergibt keinen Sinn (gibt uns keine Infos)

e || 7, also die Kraft parrall zum Ortsvektor wirkt

= ALLE radialsymmetrischen Zentralfelder sind also Drehimpulserhaltend (und Energieerhaltend)
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2.9 3-Keplergesetze

Die drei Keplerschen Gesetze sind:
1. Die Planetenbahnen sind Ellipsen, mit der Sonne in einem der Brennpunkte.
2. Der Fahrstrahl iiberstreicht in gleichen Zeiten, gleiche Flachen.

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten, verhalten sich wie die Kuben (%) der grofen Halbachsen.

>t

Figure 13: Keplerbahn
Kraftfeld
Betrachten wir zunéchst das Kraftfeld, in dem die Planeten sich bewegen.
mimso «

FG:fgraviTTer:_ﬁer | a:fgravi'm1m2

Man erkennt, dass dieses Kraftfeld radialsymmetrisch ist und ein Potential V' (#) besitzt, sodass:

Fg=-vV(r) mit V(r)=-=
.

Das Minus fir das Potential kommt aus der Definition F' = -VV und das Minus aus dem Ableiten wird
mit dem Minus vom Potential V sebst zum Plus.

Aus diesen Fakten konnen wir bereits mehrere Dinge schlieen. Das Kraftfeld ist der negative Gradient eines
Potentials (Skalarfeld) und es ist ein Radialfeld es folgt:

1. Drehimpulserhaltung: L = const
2. Emnergieerhlatung: T +V = E = const

Aus der Drehimpulserhaltung kénnen wir bereits folgern, dass die Bewegung 7 sich in einer Ebene befindet.
Denn es gilt: R )
7-L=mi(Fx7)=0

Man nehme sich also einen Beliebigen Ortvektor 7, man erkennt, dass dieser Ortsvektor Senkrecht auf L steht
(weil #- L =0), da L aber Zeitlich Konstnatn ist, bewegt sich dieser nicht. Also erfiillen nur Ortsvektoren 7 die
Bedinugn, die senkrecht zu L stehen und damit spannen diese eine Ebene auf.
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2.9.1 2tes Keplersches Gesetz.

Der Fahrstrahl tiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flachen.
Dazu schauen wir zunéchst die Uberstrichene Flache des Fahrstrahl an.

r(t) g dr=#dt

Figure 14: Farhstrahl

Wir erinnern uns, das der Betrag des Kreuzproduktes genau der Fliache des Parralelorams entspricht, welches
von den Vektoren aufgespannt wird.

Betrachten wir also das Parralelogramm des Ortsvektors 7(¢) und des Vektors nach der Zeit dt, also 7(t + dt),
so erhalten wir die doppelte Flache des in der Zeit dt iiberschrittene Floche. Es gilt also:

ds - %| F(t) x 7(t + dt) | = | 7(8) x (7(t) + #(t)dt) | siche skizze

= 1| 7(t) x 7(t) |dt

N}

1 .
= —|L|dt
2m

Daraus konne wir folgern:

d 1 =
a5 _ —|L| = const
dt  2m

2.9.2 1. Keplersches Gesetz
Wir wissen also dass es sich um eine Bewegung in einer Ebene handelt, wir nutzen also Polarkoordinaten.
T =re,
7;4 produétregel 7.1614 n T¢€<p
Dies setzen wir nun fiir den Drehimpuls ein.
L=m(#xF)

=m(re, xr¢e,) | der e, Termn fillt wegen kreuzprodutk weg

=mr?p(e,)
Umstellen nach ¢?, da wir das spéiter brauchen.

o L7
SO =
m2r4

Unser Ziel ist es ja, zu zeigen dass die Bahnkurven ellipsen sind. Wir wollen also wissen wie die Raumkurwe 7
aussieht.
Dazu schauen wir uns zunichst die Energieerhaltung an:

1 . )
E=T+V= §m772 +V(r) | Definition von 7 einsetzen
= %(7"2 + r2¢2) +V(r) | Der mittlere Teil der Bino verschwindet, weil die Einheitsvektoren senkrecht stehen

= %7"2 + Veff(T')
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Dabei setzt sich V¢ (r) zusammen aus dem urspriinglichen Potential V' (r) und dem Term, der Winkelgeschwindigkeit,
also:
Veff = V(?‘) + %7‘2@2

Dieser Term wandert zum Potential, weil er nicht von 7 abhéngt, also nicht fiir T" relevant.

Nun ersetzen wir noch ¢?, also wird Ve (r) zu.

2

2mr?

Veps(r)=V(r)+

Damit haben wir das Problem von 2D auf 1D reduziert, (Winkelanteile wiren zweite DImensoion gewesen, aber
dieser Verschwinden durch den konstanten Drehimpuls).
Plottet man nun Vs, so erhélt man wieder eine Potentiallandschaft, derer man die gebundenen Zusténde

ablesen kann:
Streuzustand
Streuzustand Ee
E=0

N E<0

gebundene
-a/T Zustinde

gebundener
Zustand

Figure 15: Links Potentiallandschaft und Rechts Bewegungen

Man erkennt, dass der Anteil des ”Drehimpulspotentials”: ~ %2, die sogenannte Zentrifugalbarriere schaffen.
Sie hélt also das Teilchen vom Ursprung fern.
Da wir nun in einer Dimension sind, konnen wir durch die Energieerhaltung E = T + V.¢¢(r) nach der

Geschwindigkeit umstellen.
2
=/ —(E-V,
r=y/ 15(r))

Schreiben wir nun wieder 7 = % und Seperieren die Variabeln, kénnen wir Integrieren und erhalten:

/

t—t():/ 1 d’f’
o 2 (B = Vegs(r))

Aufgrund der Form von Veyp = V(r) + T% ist dieses Integral erstmal doof zu Losen. Deswegen machen wir das
nicht!

Wir interessieren uns gerade ja nicht fiir eine expliziete Funktion r(¢), sondern wollen die geometrische Form
der Bewegung betrachten. Dazu reicht es aus sich r(¢) anzuschauen.

So erhalten wir zwar keine Raumkurve, die von der Zeit abhingt, aber von ¢, also einfach eien andere
Parametrisierung.

Das machen wir nicht um das Integral besser 16sen zu konnen, sondern wir gehen einen anderen Weg um
auf die Raumkurwe zu kommen

Eine weiter Schwierigkeit bleibt dennoch, dass wir im Effektiven Potential

Vers
1/r Terme besitzen. Um diese loszuwerden betrachten wir den Reziproken Radius:
1 1

s§=—=

ror(e)

=5(y)
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Nun schauen wir uns das Diffenrential j—; an. (Trust me ergibt gleich Sinn):

ds_dsdt*_ldsdt

de dedt dtde

_ d ( 1 ) dt Umkehrregel d ( 1 ) 1
=—|-=])— = -\ =)
dt \r/ dp dt \r) <
7 1 Definition von ¢ 7 m’l"g .m
= - = —_ = —r—
r2 ¢ r2 L L

SO erhalten wir also eine Formel fiir 7, die unsere neuen Parameter s uns ¢ beinhaltet und diese in Zusammen-
hang setzt.

Kurze Anmerkung zu 1, man darf diese Differentialoperatoren so vertauchen, weil wir hier Skalare Funk-
tionen Vorliegen haben und dann die Totale als auch die Partielle Ableitungen zusammenfallen. Also hier
gilt % = % und dann kénnen wir die Ableitungen vertauschen (siehe Homa skript von kommutativitét
von partiellen Ableitungen)

Eine weitere Anmerkung zur Umkehrregel, diese ist hier legitim, da die FUnktion (t) selbst bijektiv ist.

Wir stellen nach 7 um.
B L ds

- %
Erinnerung: Wir betrachen bei Keplerproblemen immer ein 1/r- Potential, also hier V (r) = -
Nun schreiben wir den Energieerhalungssatz mit diesem Potential auf (in Polarkoords):

g L «

2 omr2

Wir ersetzen nun s = % sowie 7 = —#3—; in diese Formel und erhalten:

L? [(ds)?
E=— (—S) +5% [ —as
2m | \dy
Beachte, hier ist das Differential quadrat gemeint, KEINE doppelte Ableitung!
Nun miissen wir wieder ein bisschen Tricksen um dies zu vereinfachen. Wir differenzeiren beide Seiten mit %:

2 2
iE:i L (ﬁ) +5%|-as
dy dp \2m | \dy
L? (_ds d*s ds ds

2——+25— | -a—
dedp® —dp) de

Stellen wir diese um erhalten wir eine Differentialgleichung zweiter Ordnung ($ kiirz sich):

"~ 2m

d*s . am
20 s
dp? 1.2
Nun legen wir eine neue Variable fest, damit wir nicht immer soviel schreiben miissen:
L2
k=—
am
Dann sieht die DGL so aus:
d?s 1
—+8=—
dp? k
Wir erkennen die DGL des harmonischen Oszilators und kennen die Lésung dazu:
1
s(p)= Asinp+ Bcosp + z
—— =

allg. Lésung der homogenen
spezielle Losung

Die Konstnatn A und B ermitteln wir, wie immer mit den Anfangsbedinungen. Dabei legen wir fest, dass bei
=0 der nichste Punkt zur Sonne sein soll (r minimal sein soll = s maximal). So ergibt sich:

A=0
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Wir definieren € = kB, dann lasst sich schreiben:
1 1
s=—=—=(1+€cosyp)
r k

Mit geometrischen Uberlegungen kann man nun zeigen, dass fiir 0 < € < 1 die wirklich eien Elipse ist.

kleine
v Halbachse b

grofe Halbgéhse a

Figure 16: Ellipsen

Die wichtigsten Zusammenhéange sind dabei:

Die Formel: L1
—=—(1+ecosyp)

r k

ist tatséchlich die allgemeine Formel fiir Kegelschnitte. Im Fall € > 1 ergeben sich aus dieser Formel Hyperbeon
und Parabeln, also genau die Streuzustéande unseres Potentials.

Die Geometrsichen Groflen konnen dabei mit den Physikalischen wie Folgt im Bezug gesetzt werden:

v L2
" @ am
_a
2F
L
V-2mE
Die grofle Halbachse a folgt also aus der mechanischen Gesamtenergie E. Da wir gebundene Zustinde (Ellipsen)
betrachten, gilt E j 0. Die kleine Halbachse b folgt dann mit dem Drehimpuls L.

k

a =

2.9.3 3.tes Keplersches Gesetzen

Die Quadrate der Umlaufzeiten, verhalten sich wie die Kuben (3) der groBen Halbachsen.
Das ist im Grunde eine Folgerung der ersten beiden Gesetze. WEnden wir das 2te Gesetz mal auf die Flache S
an, die in der Zeit eins Umlaufs iiberschritten wird.

L
S=mab=T—
2m
Letzes erhilt man durch Integration der Gleichung % = ﬁ, die wir fiirs 2te Keplersche gesetzt hergeleitet
hatten.
Diese Gleichung stellen wir nun nach T um:
2mmab

T =

L
Nun quadireren wir die Gleichung und erweitern beide Seiten mit a%:

T2  72a2b%4m? .
— = ———— | Definition von k verwenden

a3 L2%a3
_ A7’ m?k Wieder def von k 4m%m
L? e’

2

4
= T = konst. | Fiir Gravipotential konst.
ms?y

Mit der Masse der Sonne mg und der Gravikonstante + ist das fiir alle Planeten im Sol System gleich.
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2.10 Annahme von Puntteilchen

Siehe Schwarz-skript. Ist sicherlich nicht klausurrelevant und v.a. ist es vool doof.
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3 Mehrteilchensysteme

3.1 Notation

Wir betrachten nun Systeme mit N Teilchen, dabei bekommt jedes Teilchen einen Index 4, dabei ist 4, der Index
fiir das Teilchen und nicht fiir z.B. Koordinaten eines Ortsvektors.
Die Koordinatne des i—ten Teilchens bezeichen wir also folgend mit (x;,y;, 2;)

7;: Ortsvektor des i-ten Teilchens
m;: Masse des i-ten Teilchens

F,; Gesamtkraft auf das i-te Teilchen
Fij: Kraft des Teilches j auf i.

Die Gesantkraft auf ein Teilchen setzt sich aus den dufleren Kraften und den inneren Kraften zusammen:

N
n rhext n
Fi = FZ + Z Fij
—— j=1
auBere Kraft R ,

inneren Kriafte

Wir nennen ein System abgeschlossen wenn keine AuBeren Krifte Ff” =0 wirken.
Die Kraft von einem Teilchen j auf ein anderes ¢ F}; ist in der klassichen Mechanik (actio = reactio) Im Betrag
identisch und in der Richtung genau entgegengesetzt. Es gilt also:

Fji = —Fij
Aufledem kann kein Teilchen eine Kraft auf sich selbst auswirken, es folgt also weiterhin:

FiiZO

3.2 Erhaltungsatze

Betrachen wir zunéchst die inneren Krafte. Genauer die Summe tUber alle Inneren Kréafte:

*:11

N , I N .
2. Fy =5 (ZFU +ZFij) £ 5| 2 Fi 2 Fi
i i i i i
e—Fp o, = =
R Y(Fij—Fi;)=0
253
«1 Das ist der Trick: a = £(a+a)

xo Hier wurden einfach die Indizes umbenannt. Wie der Indize heifit ist ja egal, solange es innerhalb des
Summenzeichens konstant ist.

Man erkennt also, dass die inneren Krafte Wegfallen, wenn wir tiber diese Summieren
Darauf folgt auch:
Z mﬂj = Z Fiewt
K3 1
Wir definieren nun neue Vektoren, die die jewweils summierten Gréflen enthalten, damit wir nicht immer das
Summensymbol schreiben miissen.

o Fevt — Z Ff” Gesamtkraft extern

K2

e M =) m; Gesamtmasse
;

o R= ﬁ Z m;T; Schwerpunkt
i

Dadruch lésst sich der folgende Satz schon Kompaklt schreiben.
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3.2.1 Schwerpunktsatz
Der Schwerpunkt bewegt sich so, als ob die Gesammte Masse in ihm vereint wéare und die duflere Kraft auf ihn
wirkt. Die inneren Kréfte spielen keine Rolle.

MR — Fe:ct

3.2.2 Impuls
Der Gesamtimpuls ist gegeben als: R .
Die zeitliche Ableitung liefert: ' )

P M= Fere

Fiir ein abgeschlossenes System, also ein system auf welches keine dufleren Krifte wirken, gilt die Impulserhal-
tung: ]
Fezt — 0 - p — 0

3.2.3 Drehimpuls

Der Gesamtdrehimpuls soll die Summe aller Einzelnendrehimpulse sein, also:
L-YIL
i
= Z Ti X Pi
= > mi(7 x 7)

Betrachten wir nun die Zeitableitung des Drehimpulses (%f/ = f/), um Riickschliisse auf das Drehmoment zu
erhalten:

L= S [ x 7) + (F x 73)] = Yoy x F
, i

K2

Defintio; von Fj Z(ﬂ % Fiewt) + Z(Fi x ﬁ‘m)

A %7

Fiir Zentralkrifte gilt:

Fijl(ri =5)
Da r; —7; ja der Vektor zwischen den Beiden Teilchen ist, und die Kraft,wenn Zehtralkraft auch genau zwischen
den beiden Wirkt.

Betrachen wir nun den letzen Termn von L:

— s * 1 = n =3 L
Zri x Fy; 2 52[(7’1 XFij) - (Tj XFU)]
%,J

4,J
1 - — = weil paralell 2
:§Z(Ti_7’j)xFij = 0
i
Fiir den Fall von Zentralkréften folgt damit dann also:

z _ 2(7—;2 % Fiext) _ Mezt

Fiir ein geschlossenes System (also keine Externen Kréfte) gitl damit Impulserhalung:
Mt =0 = L =konst

Im weiteren wollen wir den Drehimpuls noch in Anteile zerlegen, die auf den Schwerpunkt selsbnt wirken, und
jene die relativ dazu wirken.

Wir wissen, dass der Vektor R zum Schwerpunkt M zeigt. Also konnen wir den Ortvektor eines Teilchens m;
auch im Bezug auf den Schwerpunkt anschauen.

ri=R+7r/;
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N\

/_M
0

Figure 17: Ralativkoordinaten

Betrachen wir im folgenden die Schwerpunktskoordinate beziiglich dieser Relativkoordinaten:
0Oy zmﬂ:’l Def.:T,i Zml(ﬂ—é) :MR—MR:E)
i i

Die Schwerpunktskoordinate ist also 0, in den Relativkoordinaten.
Betrachten wir also erneut den Gesamtimpuls:

E = Zm,(ﬁ X"%i) = Zmz[(RJ"PJ X (R"',':Z)]
R S [(Rox R) + (R ) + (7 R) + (7 x 1)
i

= M(BxR)+ (Bx Y mirl) + (X mars xB) + S ma(r; x 1)
1 1 1
0 0
= M(RxR)+ Y my(r; x %)
L,

g
12

L,

Dabei ist also Ly der Drehimpuls fiir Schwerpunkt und L, die Relativanteile des Drehimpulses.
Der Gesamtimpuls hingegen hat nur einen Schwerpunktsanteil:

ﬁ _ Z mi’f‘;i Relativ:System Z ml(R " ;;) D:1 MR
% i

3.2.4 Energie

Wir starten mit der Bewegungsgleichung eines einzelnen Massenpuntkes und multiplizierne mit 7;

Summieren wir iiber ¢ erhalten wir:

Somi(Fi ) = 3 F -7

Wir erkenenn wieder eienr Zeitableitung:
. d (1 .
Fi-rti=—15 i
phs (s 2)

| S —
=T

Noch wissen wir nicht wie die Kraft F; aussicht. Im allgemeien Fall sieht eien Kraft (das Kraftfeld) als die
Summe des konservativen Anteils und des dissipatien Anteils:

Fi _ Fikons. + Fidzss
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Der konservative Anteil der Kraft sollte man auch iiber das Potential bekommen.
EFons: = -,V (71, e PN)

Dabei ist V; Der Gradient fiir das i—te Teilchen. Wobei der Index i darauf hindeutet, dass die partiellen
Ableitungen lediglich die Koordina- ten des i-ten Teilchens betreffen

Warum héangt VV von allen Ortsvektoren ab?

o Wechselwirkungen zwischen Teilchen: In einem System mehrerer Teilchen beeinflussen sich die Teilchen
gegenseitig, z. B. durch Gravitationskrafte, elektrische Kréfte oder andere konservative Krafte. Das
Gesamtpotential V' beschreibt diese Wechselwirkungen und héngt deshalb nicht nur vom Ort eines einzelnen
Teilchens, sondern von der gesamten raumlichen Konfiguration ab.

e Kollektives Verhalten: Das Potential V' ist eine Funktion der Positionen aller Teilchen, weil die Gesamten-
ergie des Systems (bzw. die potenzielle Energie) durch die Relationen zwischen den Teilchen definiert ist,
z. B. durch Paarpotentiale V;;

Warum nicht ein individuelles V;(r) pro Teilchen?
Ein individuelles V;(r) wiirde bedeuten, dass jedes Teilchen unabhingig von den anderen Teilchen ein eigenes
Potential besitzt. Das ist in konservativen Systemen mit Wechselwirkungen nicht korrekt, da:

e Wechselwirkungen gekoppelt sind: Das Potential ist oft eine Summe von Beitragen, die von Paaren von
Teilchen abhéngen, z. B. V =Y, . V;;. Das Potential eines Teilchens kann daher nicht isoliert von den
anderen beschrieben werden.

1<j

e Abhéngigkeit von allen Teilchen notwendig ist: Die KraftF; = —-V,;V auf ein Teilchen wird durch die
Ableitung des Gesamtpotentials V nach der Position des Teilchens berechnet. Dieses Gesamtpotential
enthalt die Wechselwirkung mit allen anderen Teilchen.

Schauen wir uns das Potential also mal genauer an.
V(#,..,7n) ist also von allen Ortsvektoren abhéangig. D.h. das Gesamtpotential bestimmt sich aus der kon-
figuration des Gesamtsystems. Betrachen wir die Zeitableitung des Potentials (das ist ein Totales Differential,

siche Kapitel (iwo oben)):
dv oV dr; .
N RS
dt 5 0F; dt Z; ViV
Nun konnen wir alle Formeln von Oben einmal zusammensetzen:

%T = ZF’L . /FZ - Z(F’iko’ﬂ& + Fidiss) . 'F,L

K2 K2

_ Z Fik:ons. . ,F’L + Z Fidiss . 'Fz
% %

= Z —Viv . ’f’l + Z Fidiss . Fz
A -

av diss =

Es folgt:
d Lo
—(T+V)=Y F¥ss .7,
GT+V) = R

Wir erkennen, dass in einem konservativem System F%5% = ( die Zeitableitung von 7'+ V null ergibt, und damit
die Energieerhaltung gilt: .
T+V =FE=konst |Wenn F¥ =0
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3.2.5 Gesamtpotential

Um das Gesammtpotential etwas genauer zu betrachen, brauchen wir neue Notationen:

® 1;; = x; — x; analog fiir y,z

o= (0 _8 )
* VZJ - (6Iij7 Byij’azij)

Typischerweise haben wir fiir die inneren Krafte konservative Zentralkrafte, d.h. es gibt Zwei-Korper-Potentiale,
die nur vom Betrag des Abstandes abhéngen:

Vij = Vij (riz)
Dabei ist r;; = |F; — 7j| Betrachen wir also die Kraft zwischen Zwei Teilchen kénnen wir diese Schreiben als:
Fij==ViVij 2 =VijVij = +V;iVij 2 V;Viy = =Fji = V; Vs
Anhand der letzen zwei Gleichheitszeichen erkennen wir, dass gilt:
Vij = Vis
Woraus wir folgern kénnen, dass V;; = 0 und damit auch:
Fi;i=0

Also kein Teilchen eine Kraft auf sich selbt ausiibt.

Erklarung zu *3

Vi; OV 3Vij) _ (3Vij oVi; OV
8:101- ’ 8yz ’ 327, 8xij’ 3yij ’ 3zij
Also miissen wir nur noch zeigen warum gilt, dass 0; = 0;j(kurzschreibweise)

Das Potential V;;(r;;) héngt ja nur von den relativ koordinaten r;; ab. Komponentenweise kann man
sagen, dass z;; = x; — =; eine Funktion von z; ist.

Also:

-ViVi; = ( ) =-Vi;Vij

ij = wij (i)
Um dann also eine Funktion Vj;(r;;) = Vi;(24j,¥i;, 2i) nur nach z; abzuleiten brauchen wir die Ketten-

regel:
8Vij _ 8‘/” axij

31‘,’ - 83:” 8:01

Wir bilden die Ableitung von x;; = x; — «; nach x; und erkennen:

8xij

3xi

Damit ist gezeigt, dass gilt:
Vi OV,

8.131' - 8%‘1']'

Damit kann man auch sehen, warum der Indextausch des antisymmetrsich ist, also:

Vij =—Vji

Da ich hier dann nach x; ableite und aus der Definition des z;; erhalten wir dann das Minus.

Weiter oben haben wir gesehen, dass die Ableitung der Kinetischen Energie der Summe iiber die Kraftre mit
den Geschwindigkeiten ergibt, also:
d .
—T=) F7;
dt Z "
Betrachen wir also im Folgenden die Ernergieerhaltung, der Inneren Kréfte:
—d S0k = 5 *5 ]- = 5 = e * ]. = =
ZFZ"TZ‘ 2 ZFij ‘T = 5 Z(FU < T +Fji "I“j) = §ZF” "1
) 7,7 7,7 ]
1 . o« 1d
=5 %(—Vz‘jvm) Ty 2 =52 2 Vi

,J
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x4t Weil die Kraft auf ein Teilchen i, gerade die Summe aller Wechselwirkenden Kréfte ist.

x5t Wieder der a = %(a +a) Trick und dann Indizes umbenannt.

*g: Hier wurde Fij = —Fji benutzt und anschlieend die Defintion von r; = r; —7;

*7: Die Funktion Vj;(r;;) ist ja von r;; abhéngig, also ergibt sich nach der Kettenregel fiir diese Totale Differ-
ential die Summe aus den Einzelnen Ableitunge (also Nabla V) und die Zeitableitung des Ortes. (Dabei
leiten wir V nicht nach dem Skalaren Abatand ab, sondern nach dem jeweiligen Vektor 7;;)

Betrachten wir nun nichtmehr nur die inneren Kréifte sondern nun die Externe Kraft:
Fiext _ _vi‘/iemt(i;i) _ _Vvea:t

Wenn dabei V** wieder die Summe iiber alle Externen Potentiale ist. V¢ = Z yert

(2
Damit konnen wir schreiben: p
ZF_est . {Fz __Z Vea:t
- 2 dt 5 7
Wir kénenn also das Gesammte Potential schreiben (welches sich Addiert, wie die Krifte) also Potential von
inneren Kréften + Potential der dueren Kréfte:

Dieses Ergebnis macht Sinn, jedes Paarpotential kommt effektiv nur einmal vor.

3.2.6 Virial

Die Frage hierbei ist, wie grof8 die jeweiligen Beitrage der kinetischen Energie und der Potentiellen Energie zur
Gesamtenergie haben.

Dabei untersuchen wir die Energien im Zeitlichen Mittel und betrachten zunachst nur konservative Krafte.
Dabei beginnen wir mit der Bewegungsgleichung, muliplizieren | -7; und summieren iiber alle Teilchen.

e — * d oy — 5
Y omi(Fi 7)) 2 — > mi(7 - 7) - > mi?
i dt i
[ S — [ S——
= RM — Verschwindet im Zeitlichen Mittel = 2T

Nun soll hier noch die Mathematische Aquivalenz von *; gezeigt werden.
d s — d s — = — s = — s
7 Zmi(ﬁ' i) = Zmiﬁ(ri Fi) = Zmi(ri T T = Zmi(ri )+ Zmlrf
K3 7 7 7 7

Es gilt nun zu Zeigen, dass der Teil im Zeitlichen Mittel wirklich verschwindet.
Dazu schauen wir uns die Defintion des zeitlichen Mittels einer Funktion f(¢) an:

1 T
< f>=lim - f f(t)dt
700 7 JO
Wenn wir dieses auf den Term RM an.

d
<7
dt

: 1 : T
Zmi(Fi ’Fl) >=lim — I:Zmz(ﬂ ﬂ):l -0
Das Limit l&uft allerdings nur gegen 0, wenn der Teil in den Eckigen Klammern eine Endlicher Term ist!
Bei gebundenen Planetenbahnen ist das der Fall, bei Streuung NICHT.
Der Virialsatz besagt nun, dass die kinetische Energie im zeitlichen Mittel gleich dem halben Virial ist.

1
<T>:§<ZV¢V~F1>

|
Virial

Hier skippe ich nun eine Herleitung weil dumm

Spezialfall fiir homogene Potentiale:
<T>= %k <V>

Wobei k der grad des homogenen Potentials ist.
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3.3 Zwei Teilchen Systeme

Achtung ab hier werde ich Vektoren auch mit der Notation des FETTDRUCKS kennzeichnen, also

F=r#r

Betrachten wir nun nicht mehr den Allgemeinn Fall sondern schauen uns Systeme mit zwei Teilchen an. Also
N =2.

Dazu miissen wir uns neue Koordinaten definieren. Wir brauchen ” Absolute Koordinaten” und Relativkoordi-
naten zum Schwerpunkt.

Figure 18: Koordinaten fiir 2N Systeme

Dabei ist das Grofle R immer der Ortsvektor des Schwerpunktes (Im Laborsystem).
Vektoren mit einer Bar iiberm Kopf und der Farbe rot 73 sind nun immer Vektorn im Schwerpunksystem
(im Diagram oben ist das rot und griin).
Betrachten wir also einmal die Schwerpunktkoordinate R Grundsatzlich gilt fir die Schwerpunkskoordniate ja
ﬁ > myr;. Im Zweiteilchensystem wird dies vereinfacht zu:
miry + mor
R 272
mi +meo

Nun betrachten wir von den Vektor, der sich zwischen Teilchen 2 und 1 aufspannt. Dieser ist dquivalent zum
Orangene Vektor im Diagramm. Wir defieneren diesen aber mit den Vektoren r; aus dem Laborsystem.

=71 -7y

Dann ist 7 nun der Vektor zwischen den beiden Teilchen im Laborsystem.
Wir wollen nun die Laborsystemvektoren r; darstellen mithilfe der Relativkoordinaten 7;. Dazu stellen wir
zuerst um 71 = 7 + ro un setzen das in die Gleichung fiir die Schwerpuntkskoordinate ein.

r+7re)+ r
R:ml( 2) maT2

mi1 + Mmoo

Dies stellen wir nach r, um und erhalten:
mi
ro=R-—r

M
Dabei ist M = (m1 + ma). Analog erhalten wir fir 7.
r=R+ 2,
M

Geometrisch erkennen wir nun: Wenn wir durch R an den Schwerpunkt gelaufen sind, fehlt und noch der Vektor
71 um, zum Punkt eins zu kommen, der durch r beschrieben wird. Also muss aus forherigen Formeln folgen:

Wichtig ist nun zu erkennen, dass wir durch die Vektoren R und r auch die beiden Punkte r; und 5 beschreiben
konnen. Wenn wir also eine Bewegungsgleichung fiir die einzelnen Teilchen anschauen wollen, kénnen wir uns
zuerst die Globale Bewegung anschauen und danach die Relative bewegung zueinander.
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Betrachten wir den Schwerpunktsat fiir abgeschlossenen Systeme (also keine dufleren Kréfte).
MR=F“'=0

Betrachten wir nun die Relativbewegung, dazu schauen wir uns den Vektor zwischen den Teilchen an r
beziehungsweise seine Beschleunigung:

F=F—Fy |1ri=—
mg
P K 2
= - - = ‘E:Fiemt+ZF‘i‘
mp Mg b
Fea:t Feact F F
1 2 12 21
=——-——+—-— | Fp=-Fy
my ma2 m1 my
Fext Femt 1 1
1 2
= —+ ] — + — F12
my m2 myp  Mme
———
=1/p

Wir erkenne, wenn es keien Externen Krafte gibt, erhalten wir:
pit = Fio

Wir erkennen, dass die Bewegungsgleichung der relativ koordinate r und der des Schwerpunktes R nichts
miteinander zu Tun haben. Wir konnen also die Bewegungsleichugn des Schwerpuntjkes getrennt von der der
Relativbewegung betrachten.

Dabei betrachten wir die Bewegungsgleichugn der Relativbewegung auch als EIn-Teilchen mit der Masse p.
Wie sieht es um die Kinetische Energie eines solches ZWeiteilchensystems aus. Die ist die Summe der kinatischen
Energien der Teilchen:

2
T =% m;#] |Def. der r;

1 - 21 . 2
= —my (R+ m%) +=my (R— @r)

2 M 2 M
b (82 v 220+ ™2 52) L, (B2 a™p Mg
=-m —r+— —-m -2R— 7+ —
9! M M2 92 M M2
1 . . 1 2 1 . . 1 2
S R i R+ —my 202 4 S R - ma R+ =g L g2
2 M2 a2t T M2 A2
1 | 2 1 | 2
= *mlRQ + —-m3 @’f‘g + *ngQ + *Tﬂgm’f'2
2 PR V) 2 22
1 m

. 1 m2 2
— M 2 "2 2 1
—5 R +§1° (m12+m22)

1oy 1

= 5MR2 + iuf«?

—— S——
T, T,

Man erkennt also, dass die Kinetische Engerie sich durch unsere Relativkoordinaten auch schreiben lassen, als
die Kinetische Energie des Schwerpuntes und der Relativen Kinetischen Energie.
Gleiches gilt auch fiir den Schwerpunkt:

L=L,+L,
Dabei ist: )
L;=M(RxR)=RxP
2 _
L. =) mi(r;x7;) Defyon 7 p(r x 1)

K3

Die Potentielle Energie eines zweiteilchen Systems ist wie zu erwarten das Paarpotential der beiden Teilchen
aufeinander:

V=Via
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3.3.1 Bertrand Theorem
Stabile, geschlossene Bahnkurven gibt es nur fiir die Potentiale:

1
_e und =kr?
r 2

3.4 Zwei Teilchen Streuung

Wenn zwei Teilchen aufeinander zulaufen, wechselwirken diese fiir eine Begrenzte Zeit und und laufen dann
wieder vorneinader weg (wenn sie nicht auf eine gebundeme Bahn gezwungen werden).
Dabei wollen wir zwei verschiedene Bezugssysteme nutzen:

1. Laborsystem Y ;. Hier sind die Vektoren schwatz und ohne Strich {iberm Kopf: r;
2. Schwerpunksystem ) g Das ist unser Relativsystem zum Shwerpunkt. Hier sind die Vektoren Rot und
haben ein Bar iiberm kopf. 7;
3.4.1 Notation
e Vektor im Laborsystem vor dem Stof: p;
e Vekotr im Schwerpunktsystem vor dem Stof}: p;
e Vektor im Laborsystem nach dem Sto: p

e Vektor im Schwerpunksystem nach dem Stof: 1;;

Ohne das Potential der zwei Teilchen zu kennen, kénnen wir keine Losung angeben, sondern uns erstmal
Erhaltungssatze anschauen.

3.4.2 Impulserhaltung

Weil wir keine dufleren Kréfte haben, bzw. das jetzt fiir den zweikorperstofl ausschlieflen, ist der Impuls erhalten.
YL i p1 + P2 = P} + Py = const

Also die Summe der Impulse im Laborsystem sind vor und nach dem Stof§ erhadlten.
Ahnliches gilt im Schwerpunksystem:

Sg:p1+p2=p) +ph=0
Hier ist die Summe der Impulste immer Null, weil der Schwerpunkt nur die Impulse (Geschwindikeiten) relativ
zu Thm sieht. B B
p1=-p2 und p| = —py

Man kann sich folgendes Bild dazu machen:

Figure 19: Impulse im Schwerpounksystem

Dabei ist ¥ der Streuwinkel im Schwerpunksystem. Man kann erkennen, dass sich die Impulse hier gerade
aufgeben.
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3.4.3 Energieerhaltung bei einem 2K Stof

Zuerst muessen wir uns angewohnen fiir solche Probleme immer den Impuls als Griifle anzuschauen und nicht
iiber die Geschwindigkeit zu gehen.

Wir konnen also die Gesamtenergie im Laborsystem schreiben als:

2

2 2 12
DIPEDYE I o SRS\

~ 2m = 2m;

(2

Dabei ist Q ein Energieiibertrag beim Stoflen, das kann z.b. bei inelastischer Streuung passieren.

Wir gehen aber erstmal von einer elastischen Streuung aus, dann ist hier ) = 0 Genauer bedeutet das Energieer-
haltung bei konservativen Kréften, keine zusatzlichen Freiheitsgrade wie An- oder Abregung der Teilchen.

Im Schwerpunksystem sieht das genauso aus:

Dabei wire der Energieiibertag Q = Q
Betrachen wir die relative Kinetische Energie (gehen dafiir also ins Schwerpunksystem):

=2 ~ 2
I & N %1
2m1 2m2
1/ 1 1Y o
- G [
2 mi mo
=2
_P: I3
2p
pi? D’
= = =
2u 2p

x1 Wir wissen, dass die Summer der Impulse im g Null ergeben, also die Betrige der Vektoren gleich sind
und damit auch das Quadrat gleich ist. (Impulssatz)

*9 Hier ist es egal, ob i = 1 oder i = 2, weils gleich ist.

x3 Folgt aus der Energieerhaltung, da Q = 0

Aufgrund der Energieerhaltung kénnen wir uns die Energie zu jedem Zeitpunkt anschauen, und eben
genau einen Zeitpuntk wahlen, wo V' = 0, also die Gesammte Energie des Systems die Kinetische Energie
der Teilchen ist

Hierraus erkennen wir, das die Betrége vor und nach dem Stofl der Impulse auch identisch sein miissen.
p:| = ;|

Nun ist das System schon auf zwei Unbekannte reduziert worden.
Wir kennen die Impulse, aber nicht unter welchen zwei Winkeln diese austretten nach der Streuung.
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Alle Vektoren auf der gleichen
Kugelschale, aber zwei unbekannte

Winkel

v: Streuwinkel in %

p: Azimutalwinkel

Figure 20: Impulsvektoren gleich, weil Energieerhaltung

3.4.4 Ruhendes Target

Schauen wir uns weiternoch den haufigen Fall eines ruhenden Targets an, also das 7o = 0 ist.
Allgemein koénnen wir schreiben, dass der Ortsvektor r] nach dem Stof}, einfach der Schweriiunktvektor plus
die Relative Bewegung zum Schwerpuntk ist. ALso:

ry=R+7)
Damit ergibt sich fiir den Impuls des ersten Teilchens nach dem Stof:

’ > 5\ x M 7
p1=m1(R+7"1) = Mpl +p,1

Dabei ist:
mir1 + MaT2 ry=0 M1 r
—_— T

M M

Betrachten wir den Impuls des Zweiten Teilchens nach dem Stofl. Wir wissen auflerdem, dass duch die Im-
pulserhaltung gilt p; + p2 = pi + pj

xR =

pPy=p1+P2-P1 =P —(@p +15’):%p -p)
2 1 W24 1 1 M 1 1 M 1 1
=0 S——
p1

Entscheidend fiir die Endimpulse im Laborsystem ist also der Impuls eines Teilchens nach dem Stofl im Schw-
erpuntkSystem.

Betrachten wir nun noch die Energieerhaltung, von der wir wissen, dass die Betrage der Schwerpunksystemim-
pulse indent ist, so erhalten wir:

a m
= |P1— D1

- _ 7i=r-R , .
Pl = |p1l nTn |m1(7°1 -R) M

_@| |
—Mpl

Der Impuls nach dem Stofl im Schwerpunktsystrem héngt also von den Massenverhéaltnissen und dem An-
fangsimpuls ab. Gilt aber nur fiir ein ruhendes Target.
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3.4.5 Impulsanalyse

Um die jeweiligen Impulse besser verstehen zu konnen, gibt es die Methode des Impulsdreiecks.

Achtung auch hier sind wir noch im Fall des ruhenden Targets

Dabei starten wir damit, den Impulsvektor des ersten Teilches einzuzeichnen, und die Impulsvektoren nach dem
Stof}, die nach dem Impulssatz ja in Summe dem Anfangsvektor entsprechen miissen.

P} P,

Figure 21: Impulsanalsyse Step 1

Fiir ein ruhendes Target haben wir gesehen, dass ein Anteil des ” Anfangsvektor” p; gerade p; ist. Desweiteren
wissen wir, dass p5 = p1 — p} ist. Also kénnen wir diese Vektoren auch schon einzeichnen:

®|

Figure 22: Impulsanalyses Step2

Nun kénnen wir noch den Fehlenden Anteil von den Vektor p; einzeichnen und mehrere Hilfsvariablen, damit
wir aus diesen Geometrischen Beziehungen eine Formel fir den Streuwinkel ¢ bekommen.

! Hilfsvariablen
‘ Schwerpunktsystem
| Laborsystem

[ P’ 2 [

Figure 23: Impulsanalyse Step 3

Es gilt:
sinT?:'lf/, =y =sind-|p/]|
P} |
cost) = i, =z =cosV- |p}|
P4
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Damit berechenn wir den tan? mit:

tan ¢ = nzl/ = Sm,{+ m|p1|
T+ 5FPp1l  cos  Gflpal
—
tand = Lﬁ
cost +y
Dabei ist v:
omalpil  my pal o

S M pi| M Z2|ps| mo

Damit lisst sich nun die Beziehung zwichen 9 und ¥ austellen und verschiedene Fille fiir die Massenverhéltnisse
unterscheiden.

7> 1 der linke Punkt liegt ausserhalb des durch p/ definierten Kreises. Streuung nur in Vorwirtsrichtung, es
gibt einen maximalen Streuwinkel.

v <1 der linke Punkt liegt innerhlab des durch p71 definierten Kreises. Alle Streuwinkel sind Méoglich.

v =1 der linke Punkt liegt genau auf dem durch p71 definierten Kreis, der Satz von Thales besagt dann, dass
die Teilchen im Laborsystem im rechten Winkel voneinander wegfliegen (diese Aussage macht nur Sinn,
wenn die Impulse nicht verschwinden, was zum Beispiel beim Zentralstoss auf ein ruhendes Target mit
Impulsaustausch nicht mehr gilt).
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3.4.6 Streuung am 1/r Potential

Die bisher betrachteten Rechnugnen zur Streuung waren moglich ohne ein kongretes Potential zu kennen.
Weiter kommen wir nun aber nur mir einem kongretek Potential und wihlen V(r) = -<. D.h. die Bahnen sind
Kegelschnitte (wie bereits in den vorherigen Kapiteln gezeigt)

Aufgrund der Energieerhaltugn und der tatsache dass wir nun eine Anfangsgeschwindigkeit haben ist die Energie
positiv.

1
E==u?>0
2,ur

Die Energie E entscheidet, wie sich das Teilchen bewegt:

Gebundene Zustédnde (E < 0): Wenn E < 0, dominiert der negative Term —% Das bedeutet, dass das
Teilchen nicht genug kinetische Energie hat, um dem Potential zu entkommen. Das Teilchen bleibt in
einem Bereich um die Quelle des Potentials gefangen. Es bewegt sich auf einer geschlossenen Bahn (z. B.
einer elliptischen Bahn im Gravitationsfall). Beispiele: Elektronen in einem Atom (Coulomb-Potential),
Planeten, die sich um die Sonne bewegen (Gravitationspotential).

Ungebundene Zusténde (Streuung, E > 0): Wenn E > 0, iiberwiegt die kinetische Energie. Das Teilchen
hat genug Energie, um dem Potential zu entkommen, da es nicht mehr durch das - -Potential vollstindig
eingefangen wird. Das Teilchen bewegt sich auf einer offenen Bahn (z. B. eine Hyperbel). Beispiele: Ein
Komet, der von der Sonne angezogen wird, aber eine so hohe Geschwindigkeit hat, dass er wieder in den
Weltraum entkommt.

Grenzfall (E = 0): Das ist der Ubergangspunkt zwischen gebundenen und ungebundenen Zustéinden. Das
Teilchen hat gerade so viel Energie, dass es dem Potential entkommen kann, und bewegt sich auf einer
Parabelbahn.

Im betrachteten Fall erhalten wir also Hyperbeln. Und wieder fiir ein ruhendes Target.
Der Stossparameter b ist der Abstand, um den das einfallende Teilchen das Target verfehlen wiirde, wenn es
keine Streuung gebe.

m
™ b: Stokparameter
¥: Streuwinkel
¢ : asymptot. Winkel
L,-L, = const.
e=g>1

Figure 24: 2K Streuung am 1/r-Potential

Bei Hyperbeln ist L; — L,. = konst, bei Ellipsen ist die Summe Konstant.

Wir haben bei den Keplerbahnen bereits gesehen, dass sich die Bewegung beschreiben lisst mit:

k
r=-—
1+ecosep

Dabei ist hier nun € = £ > 0 Rechenrrich konnen wir das so zeigen, denn fiir € gilt:

2L°FE

=4/1+
€ o2

Und dies ist > 1, weil die Energie E positiv ist.
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Weiternoch kénnen wir erkennen, da der Drehimpuls konstant ist, wir uns den Zeitpuntk anschauen konnen,
indem das Teilchen im Rechten Winkle vorbeifleigen wiirde. Es ergibt sich fiir den Drehimpuls des Systems
also:

L=b-pv

Dabei ist v die Anfangsgeschwindgkeit des Teilchens

Starten wir mit der Kegelschnittformel:
k

r=———-
1+ecosyp

Uns stellen diese nach ¢ um und schicken r — oo so erhadltn wir:

k 1
p= arccos((— - 1) —)
r €

=00 ( 1)
pe = arccos|——
€

Dieser Winkle hangt mit dem Streuwinkel zusammen.

D+ =20,

Leider habe ich keine Ahnung warum das gelten soll

Aber darauf lasst sich dann schreiben:
sinﬁ—sin( 7T)— cos 1
9 - Pe 5]~ Pec = p
Das setzen wir nun mit der Formel fiir € gleich und setzen Drehimpuls und Kinetische Energie ein. Und stellen

direkt nach b? um. (Ich iiberspringe viele Schritte, da Schwarz und Nolting auch nur so kurz im Skript haben
und es demnach hoffentlich wenig von Bedeutung sein wird).

b2 = 1 1. a?
sin® (2) (uv?)?

Die Bewegungen lassen sich in den verschiedenen Systemen so visualisieren:

I 1. Y

2

*2

Figure 25: Hyperbelbahnen
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3.4.7 Streuquerschnitt

Wir haben nun eine Formel fiir die Streuwinkel in Abhéanfigkeit des Stoflparameters und des Potentials.

Wir kénnen also mithilfe der Experimentelle bestimmten Streuwinkel auf die Potentiale zurtickschlieen.
Experimentell werden in der Regel sogenannte Streuquerschnitte gemessen. Typischerweise hat man eine ho-
mogene Verteilung iiber den Strahl, d.h. die Stossparameter sind nur entsprechend der Geometrie des Strahls
verteilt. Deshalb skalieren alle Teilchenzahlen proportional zum eingeschossenen Teilchenfluss, also der Zahl
der Teilchen, die pro Zeit und pro Querschnittsfliche eingeschossen werden, und alles kann auf ein Teilchen
normiert werden. Zur Beschreibung des eingeschossenen Strahls sind zwei-dimensionale Polarkoordinaten
angemessen. Nach dem Stoss fliegen die Teilchen in alle Richtungen weg, d.h. hier sind die Kugelkoordi-
naten angemessen. Wenn der Strahl in z-Richtung eingeschossen wird, dann ist der Streuwinkel gerade der
Polarwinkel 9 der Kugelkoordinaten. Jetzt muss man Grossen definieren, die wiedergeben, wie der ebene Strahl
in eine kugelformige Verteilung aufgefachert wird. Wir nehmen ein rotationssymmetrisches Potential an, d.h. es
gibt nur einen relevanten Winkel, namlich den Streuwinkel ¢}, der wiederum eindeutig aus dem Stossparameter
b folgt. Allerdings messen wir die gestreuten Teilchen nicht im ganzen Ring, der zu einem Streuwinkel gehort,
sondern nur in einem bestimmten Raumwinkel df2 (also dem Raumkegel, der vom Detektor abgedeckt wird)
Die Definition des Streuquerschnitts ist also wie folgt:

_ Anzahl der Teilchen, die Pro Zeit im Raumwinkel dQ2getreut werden

do Anzahl der Teilchen die Pro Zeit und Flache Einfallen

[ Rl w

db = { ,,"/ g
b ¢ \9\\
dA = 27bdb
b db
sinf \ df

do
differentieller Streuquerschnitt : ——

a0 -

Figure 26: Virsualisierung

do ist in Polarkoordinaten angegeben, also konnen wir do auch schreiben als:

da:b~db~dap“§kb-%dﬁ~d¢

Und d2 kénnen wir mithilfe von Kugelkoordinaten schreiben (den Radius nicht betrachtet)
d§) = sinvdddp
Damit konnen wir nun den Differentiellen Streuquerschnitt definieren:

do b 1 o 1dP 1
dQ  “ddsingd 2 dv sindd

Nun setzen wir unser b2 ein,leiten ab und schreiben zusammen:

b o eos(2) 1
dQ  2u2v% sin® (g) sin®d

Wir kénnen umschreiben mithilfe von:
sind = sin(é + ﬁ) =2sin é cos —
2 2 2 2
Es folgt letztendlich:
do_ o® 1
dQY  4p?vt sin* (g)

70



Interpretation:

g—g hat die Dimension einer Fléche. Ein Teilchen, das durch diese Fliche tritt, wird in den gegebenen Streuwinkel

gestreut. Je grofler j—g, desto stérker ist die Streuung (fiir diesen Streuwinkel).
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3.5 Gekoppelte Schwingung

Mehrteilchensysteme mit Massen und Federn sind wichtige Modelle fiir Molekiil- und Festkorperphysik. Ohne
Dampfung kommt es zu Schwingungen wie beim harmonischen Oszillator.
Wir betrachen hier nun nur zwei gekoppelte Massen in einer Dimension:

myiy = k11 - kia(@1 — x2)

Moy = —koxo — k12(x1 — 22)

Wir wissen, es ergeben sich Schwingungen, also benutzen wir den Ansatz:

k I, k. I, k-,

12

Figure 27: Gekopplete Massepunkte

Z; = o cos(wt)
Einsetzten und kiirzen mit cos(wt) liefert.

—m1w2a1 = —k‘1041 - k12(041 - 042)

2
—MoW Qg = —k‘gag - klg(al - 042)
Das konnen wir auch umschreiben, sodass die Losugen Null ergeben:

2
0= klOél + /{3120(1 —miw o — k'lQOlQ

0= ]{/‘2042 + klgag - m2w2a2 - k‘12041

Wir erkennen die Moglichkeit das in Matrixschreibweise zu fassen.

k‘l + k)lg - m1w2 —]{)12 a1 0
—/4312 k‘g + k12 - m2w2 (6%} - 0

=A

Falls die sogenannte Sakulardeterminante verschwindet, d.h. det = 0, besitzt das Gleichungssystem eine nicht-
triviale Losung. Das entspricht einer quadratischen Gleichung fiir w?, welche auf zwei Eigenfrequenzen w, fiihrt.
Zu jeder Eigenfrequenz gehohrt eine Eigenmode.

D.h. wir muessen fiir nicht triviale Losungen die Determinante dieser Matrix null setzen.

Wir betrachen ab sofort einen symetrischen Fall, indem ki = ko = k und my =mgo=m

Das fiihrt zu folgender Gleichung:

0=detA
= (k + k1o — mw?) (k + k1o - mw?) - k2,
=m?(w?)? - (2mk + 2mkio)w? + k% + 2kk1o

Mit der abc Formel folgt dann:
2 k 2 k + 2]€12

wli=—, wy
m m

Setzen wir diese nun ein, so erhalten wir die verschiedenen Moden und dazugehdrige Amplitudenvektoren

((011, aQ)t)'
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1. Mode
Die erste Mode wird durch die erste Frequent gegeben: w

(% ) (- (0)
- (2)-(})

Das entspricht einer gleichsinnigen Schwingung der beiden Massen. Dabei wird die koppelnde Feder nicht
belastet, das ist also eine triviale Mode.

2= %, daraus folgt nach Einsetzen:

Es folgt:

1. Mode

o O

gleichsinnige Schwingung

(die mittlere Feder wird nicht
belastet)

2. Mode
Wir gehen ident vor fiir die Frequenz: w? = % Und erhalten fiir den Amplitudenvektor:

=()- ()

Das entspricht einer gegensinnigen Schwingung der beiden Massen. Dabei wird die koppelnde Feder periodisch
gedehnt und gestaucht. Die Frequenz dieser Mode ist hoher.

2. Mode

- -0

gegensinnige Schwingung

Allgemeine Losung
Die allgemeine Losung mit vier Parametern, die durch die Anfangsbedingungen festgelegt sind, lautet:

21(t) = a-cos(w- t) +b_sin(w_ t) + a; cos(wy t) + by sin(wy t)

22(t) = a_cos(w_ t) +b_sin(w_ t) — ay cos(wy t) — by sin(wy 1)

73



	Kinematik eines Massepunktes
	Massenpunkt und Ortsvektor
	Vektoren
	Einsteinsche Summenkonvention
	Bahnkurve / Trajektorie

	Geschwindigkeit und Beschleunigung
	Differentialqoutient / Ableitung
	Geschwindigkeit
	Beschleunigung

	Mathe: Vektoralgebra
	Betrag
	Vektoren Normieren
	Rechenregeln von Vektoren
	Gruppe
	Skalarprodukt
	Kreuzprodukt
	Lin unabhängikeit und ONS
	Levi-civita als KroneckerDeltas
	Doppelkreuzprodukt
	Spatprodukt
	Tensoren

	Vektoranalysis
	Raumkurven
	Parametrisierungen
	Bogenlänge
	Begleitendes Dreibein
	Frenetsche Formeln / Krümmung / Torsion

	Beschleunigung zur Bahnkurve
	Geschwindigkeit und Acceleration im mitbewegten System
	Koordinatensysteme
	Skalarfeld
	Kartesische Koordinaten
	Zylinderkoordinaten
	Kugelkoordinaten
	Einheitsvektoren erhalten
	Satz aus der Analysis
	totale Ableitung
	totales Differential
	Nabla
	Gradient
	Jacobi Determinante
	Satz der Umkehrabbildung
	Koordinatentransformation
	Verkettung von Koordtrafos
	Lokales Dreibein der Koordinatensysteme
	Volumenelement
	Differentiale der Ortsvektoren
	Nabla in krummliniegen Koords
	Vektorfeld
	Divergenz
	Rotation
	Divergenz des Gradientenfeldes
	Laplace
	Divergenz in Krummlinigen Koordinaten

	Geschwindigkeit und Acceleration in krummlinigen Koords

	Dynamik des Massepunktes
	Taylor-Entwicklung
	Allgemeine Form (um die Null etnwickelt)
	Nützliche Taylor Reihen:
	Entwicklung um beliebigen Punkt

	Complexe Zahlen
	Wichtige Trigonometrische Indentitäten (für C)

	Differentialgleichungen
	Lösen von homogener DGL
	Überprüfen der Lin. Unabhängigkeit
	inhomogene DGL
	Seperation der Variablen
	Steady State Lösung
	DGLs zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

	Newtonsche Gesetze
	Grundschema der Klassischen Mechanik
	Fallgesetzte
	Freier Fall
	Fall mit Stoke'scher Reibung
	Fall mit Newton'scher Reibung

	Der Harmonische Oszilator
	Phasenraum für harm. Oszilator:
	Gedämpfter harmn. Oszilator
	Getriebener Harm Oszilator
	Fadenpendel

	Energie und Drehimpuls
	Energie in einer Dimension (1D)
	Beispiele für Energie in 1D
	Energie in 3D
	Drehimpuls in 3D

	3-Keplergesetze
	2tes Keplersches Gesetz.
	1. Keplersches Gesetz
	3.tes Keplersches Gesetzen

	Annahme von Puntteilchen

	Mehrteilchensysteme
	Notation
	Erhaltungsätze
	Schwerpunktsatz
	Impuls
	Drehimpuls
	Energie
	Gesamtpotential
	Virial

	Zwei Teilchen Systeme
	Bertrand Theorem

	Zwei Teilchen Streuung
	Notation
	Impulserhaltung
	Energieerhaltung bei einem 2K Stoß
	Ruhendes Target
	Impulsanalyse
	Streuung am 1/r Potential
	Streuquerschnitt

	Gekoppelte Schwingung


